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EXAKTEN WISSENSCHAFTEN. 

Es sind bis jetzt ocBcliiencn aus den Gebieten dev 

Physik und Astronomie; 

Nr. 1. H. Helniholtz, Überd.Erhaltuiigder Kraft. (1847.] |60S.) ^—.80, 
« 2. O.F. GaUMS.AUg. LehrsäUein Beziehang auf d. im verkelirtenVer- 

liältnisse des Quadrats der Entlepnang wirkenden Anziehnnga- nild 

Al)8loseurigskrä«e, (1Ö40.) Herausg. T. A. Wang e 1 1 n. (60 S.)^— .80. 
« 7. F.W.BeSSel, Länge d. einfachen Seoundanpendels. (18*26.) Herausg. 

von H.Brnns. MitITaf. (171 S,} ^3.—. 
» 10. F.Ncnmann.D.matliem, Gesetze d.inducirtenBiekttlachflii Ströme. 

(184^.] Hecauag. '. 0. Keumann. (96 S.) Jl l.öO, 
u II. Odiles Oslilei, Unteirednngen n. matliein. Demonstrationen üb. 

zwei neue Wissenszweige etc. (1638.) 1. Tag m. 13 u. % Tag 

m. 26 Fig. Im Text, Ans d. Italien, übers, u. Iierauig. v, A. 

V. Oettinger. (142 S.) ^ 3.—. 
» 11, Kaut's Allgemeine NaturgesclilRliCe und Tbeorie des Himmels, od. 

YerEuüli von der Verfassung und dem meehanisclien Ursprünge des 

ganzen Weltgehiudee naeli Newtoiilsclien Grandsätzeii abgehandelt. 

;17&5,) HeianseegebeuTOnA. J.v.Oettingen. (158 3.) Wir .240. 

• 13. Conloinb,4Abbdl.ü.tl.Elektricitatu.d.M»gnetJsmus. (1785-1786.) 

Obers n. lierausg. v. W. KBntg. MU 14 TeitÖg. (88 S.) Jl 1.80. 
" 20, Chr. Hoygliens, Alihandinng üb. d. L!«lit. Iie?^) Herausg. von 
E. Lommel. Mit 57 Teitflg. (116 S.) .«2.40. 

• 21. W. Bittorf, Über d. Wanderungen der Ionen während der Elektro- 

lyse. (1853— 1869.) I. Hälfte. Mit 1 Taf. Heraneg.T. W.Oslvrald. 

(87 S.) Jl 1.60. 
. 33. 11. Hälfte. Mitl Taf Heransg. v. W. Ostwald. (142 S.) 

^I.ÖÜ. 
1 24. Clalileo ßalilei, Unterredungen u. mathem. Deuionstratiancn über 

2 neue Wissensivpoige etc. (1638.) 3. u. 4. Tag mit 90 Fig. im Teit. 

Aus dem Italien, n. Latein, übers, n. herousg. von A. von Oattin- 

geii. (141 S.) Jl2.—. 
„ 25. — (1638.) Anhang zum 3. n. 4. Tag, 5. u. 6. Tag, mit 23 Fig. 

im Text. Aus dem Italien, c. Latein. Übers, u. herausg. toii A. von 

Oettingen, (66 S.) .Ä 1.20, 
" 31. Lambert'8 Photometrie. (Photometria sive de mensuta et gradibue 

luminis, ooiomm et umbrae), (1760.1 DeutscJi lierausg. v. E. Aii- 

ding. Erstes Heft: Theil I und II. Mit 36 Fig. im Test. 

(13öS. I ^2.—. 
„ 32. Zweites Heft: TheU 111, IV und V. Hit 32 

Fignrcn im Teit. (112 S.) ^ 1.60. 
„ 33. Drittes Heft: Theil VI und VII. — Anmer- 
ken gaJi. Mit 8 Figuren im Text. (172 3.) .* 2.00. 
° 30. ff. Nenmann, Ober ein allgemein. Ptincip der mathemat. Theorie 

induoirter elektr. Ströme. (1847.) Herausg. von 0. Neumann. Mit 

10 Fig. im Text. (96 S.) ^ 1.50. 
>i 37. 8. Carnot, Betrachtungen üb. d. bewegende Kraft d, Feuers und 

die zur Entwickclung dieser Kraft geeigneten Maschinen. (1824.) 

Übers, u. herausg. V.W. Ostwald.Mlt5Fig.im Text. (72S.)^i.20. 
- 40. A. L. Lavoisier u. P. 8. lle Laplace, Zwei Abhandlungen über die 

WSrme. (Ans den Jahren 1780u.l784.; Herausg. y. J.Eosenthal. 

Mit 13 Flgnren im Text. (74 S.) ^ 1.20. 
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1107] I. 

Heber die ibbildung einer Kugellläche in einer 
Ebene. 

(De repraessntatioue auperficiej spliaoiicae super piano.) 
Von 

Leonhard Euler. 

[Acta Acad. Scient. Imperial. Petropolitanae pro anno MDCCLXXVII, 
T, I, p. 107—132.] 

§ 1. im Folgendea betrachte ich nicht nur optisclie Pro- 
jectiouen, mittelst deren die verschiedenen Punltte einer Kugei- 
flSohe 30 in einer Ebene abgebildet werden, wie sie einem 
an einem bestimmten Orte befindlichen Beobachter erscheinen, 
d. h. Abbildungen, bei denen die einzelnen Pnnkte, die der 
Beobachter sieht, nach den Gesetzen der Perspective auf eine 
Ebene projicirt werden: vielmehr fasse ich das Wort Äbbil- 
dang im weitesten Sinne auf, so daas die einzelnen Punkte 
der Kugelflächc nach einem beliebigen Gesetze in einer Ebene 
dargestellt werden; dabei entspricht jedem Pnnkte der Kugel 
ein bestimmter Punkt der Ebene und umgekehrt, falls nicht 
etwa der Fall eintritt, dass die Bilder gewisser Kugelpnnkte 
imaginär werden. 

§ 2. Es möge die Figur abc (Fig. 1 auf folg. 8.) eineö 
Theil einer Kugelfläche darstellen, deren Pol im Punkte s- 
Uegt, während alc der Aequator ist. ah sei der Anfängst, 
meridian, von dem ans, wie es in der Geographie üblich in 
die Längen der einzelnen Punkte der Kugel gerechnet werden. 
Wir betrachten irgend einen Punkt p, der auf dem Meridian 
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4 Leonhard Euier. 

hpl liege; letzterer bildet mit dem Anfangsmeridian den Winkel 
abl, der gleicli dem Bogen al des Aequatora ist und mit t 
bezeichnet werden möge. Die Breite jenes Punktes ist der 
Bogen Jp = n. Als Einheit der Länge soll der Eugelradiiis 
angenommen werden. 




In Figur 2 möge ferner die Ebene der Zeichnung die- 
jenige Ebene sein, in [108] der die Abbildung liegen soll, 
und P sei derjenige Punkt, der dem Punkte p der Kngel 
entspricht. Von P sei auf die Abscissenaxe EF, deren Lage 
beliebig angenommen werden kann , das Lotb PX. gefällt, 
nnd es werde, auf den Punkt E als Anfangspunkt bezogen, 
die Absciase EX = x und die Ordinate XP ^ y gesetzt. 
Da unserer Annahme gemäas die Lage des Punktes P aich 
nach irgend einem Gesetze aus der des Punktes p der Kugel 
ergeben soll, die Lage von p aber durch die beiden Variabelu 
t und u bestimmt iat, so muss man die Coordinaten x und p 
als Functionen jener beiden Variabein t und u ansehen. 
Unsere Unteranchnng gehört mitbin dem Theile der Analjsis 
an, der sich mit Functionen von zwei Veränderliehen be- 
schäftigt. 

§ 3. Wir wollen nunmehr die Veränderlichkeit der beiden 
Gröasen t und m in Rechnung ziehen. Dazn betracliten wir 
auf der Kugel den Punkt q [Fig. I], dessen Länge =t, 
während seine Breite = u -\- du ist. Ferner sei )■ der 
Punkt, dessen Länge t ~\- dt und dessen Breite l'r = u ist. 
Vervollständigen wir die Figur zu dem Parallelogramm ^ysr, 
so tat s die Länge t -{- dt und die Breite u + du. Auf 
der Kugel haben wir dann die Bogenelemente pq = du und 
W ^r= dt, daher wird das Bogenelement pr = dt ■ cosu. 
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I. Ueber die Abbilduug einer Kugelfläclie in einev Ebene. 5 

Ferner ist das Parallelogramm pqsr ein Kechteck, mithin 
seine Diagonale 

ps = ydu^ + di'^ ■ C03*«. 

§ 4. Weiter mögen den auf der Kugel liegenden Punkten 
p, q, r, s in der Ebene die Punkte P, Q, M, S entaprechen; 
und die von letzteren auf die Abscissenaxe gefällten Lotlie 
seien PX, QU, EV nnd SW. Da der Punkt Q dadurch 
ana P entsteht, dasa nur die Variable u um das Element du 
geändert v/ird, [während i ungeändert bleibt], so haben die 
Coordinateu von Q folgende Werthe: 

Ebenso iat, da der Punkt H aus P dadurch entsteht, dasa ( 
allein geäudert wird, die Ahscisse dieaea Punktes 

und seine Ordinate 



Vit: 



^'+^'m- 



Endlich iat die Abscisse des Punktes S, der durch die gleich- 
zeitige Aenderung von < und u auä P entsteht, 

[109] und seine Ordinate 

--^ + -© + -©■ 

Daraus erhellt, dass 

ist, und dass die Strecke 



die gleiche Grösse hat. Ebenso wird 

WS — VR= ÜQ— XP = du y^\ ■ 
Hieraus aber folgt, dass das Linienelement BS gleich dem. 



y Google 



6 I.eonhard Euler. 

Elemente PQ ist, und ebenso wird Pll gleich QS, das 
Viereck PQSR mithin ein Parallelogramm. 

§ 5. Wir wollen zunächst die Seiten des Elementavrecht- 
ecks pqsr auf der Kugel mit denen seines Bildes in der 
Ebene, d. h. mit den Seiten des Parallel ogram ms PQSR 
vergleichen. Für die letzteren haben wir [nach § 4] die 
Werthe : 



während 

pq = du, pr = dt • C03M 
■wai'. Nun stellt aber PQ in der Bildebene die Eiehtung des 
Meridians [von P] dar, und dabei entspricht das Element PQ 
einem Meridianbogen von der Länge du. Ferner stellt PP 
die Richtung des Pai'allelkreises dar, und zwar entspricht 
das Element PH einem Parallelkreisbogen von der Länge 
dt-cosu. Wenn daher die Functionen x nnä p so beschalTen 
wären, dass 



dt • co^u ^ dt 



n 



dt} ^ \dt} 



wäre, so würden sowohl die Meridiane als die Parallelkreiae 
In der Bildebene dieselbe Grösse haben wie auf der Engel. 
Dabei könnte indessen immer noch zwischen der Kugelfläche 
und ihrem Bilde ein Unterschied bestehen, und zwar ein um 
so grösserer, je mehr die Winkel in der Ebene sich von 
rechten Winkeln unterscheiden. 

§ 6, Das fuhrt uns darauf, die Lage des Meridians PQ 
und des Parallelkreises PM in Bezug auf die Coordinaten- 
axen x, ij zu untersuchen. Ans der Figur ergiebt sich, dass 
das Meridianeiement PQ mit unserer Ase EF einen Winkel 

bildet, dessen Tangente = ( 3 M l;/-) ist. Ebenso bildet 

die Richtung des Parallelkreises PR mit EF einen Winkel, 

dessen Tangente ^(-^l-l;^^) ist. Die Differenz dieser 

Winkel giebt nun den Winkel [HO] QPR, unter dem der 
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I. Ueber die Abbildung einer Kugelfläche in eioer Ebene. 7 

Paralielkreis gegen den Meridian geneigt ist, und die Tangente 
des letzteren Winliels ist 

eil] i^\ _ i'M i'Il] 
\'lt} Wj \dul \dtj 



\du) \dl.l ^ \äu} \dt} 
Soll dieser Winkel QPR ein rechter sein, wie auf der Kugel, 



ßy\ldx\__ldx\ldy\ 

\du}- \du} ~ \d't}'\4i) 
§ 7. Wtlrde nun verlangt, dass die Figur PQSE in 
der Ebene der Figur pqsr auf der Kugel congruent sein soll, 
so mliastea folgende drei Bedingungen erfüllt sein: Es müsste 
!) PQ = pq, 2) PR=pr sein, und 3) müsste Winkel 
QPR = qpr = 90" werden. Es müssten demnach folgende 
drei Gleichungen bestehen: 



„.l/(|jV(f)-^ „,.... 






Setzt man noch 



lach nach Gleichung III 
{dy\ ldx\ 
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8 Leonhard Euler. 

seiD, und die Einsetzung dieaer Werthe in die beiden ersten 
Gleichungen würde ergeben: 

di) ="■'/"»"' [-Jl] =»"'9 <"''•'■ 

Offenbar aber können die obigen drei Bedingungen nnter 
keinen ümatänden gleiclizeitig erfüllt werden, da eine Kugel- 
flache bekanntlich auf keine Weise sich genan in einer Ebene 
abbilden läsati). 

g 8. Um die Diffeienhilausdiücke aus der Rechnung 
fortzuschaffen, wollen wii jetzt ftlgende Substitutionen machen: 

©-- (S)-- a— (I)-- 

so dass 

(fa: = pdu -^ qdt, dy z= rdu -\~ sdt 

wird. [111] Dann ist vor Allem erforderlich, dass die letzteren 
beiden Ausdrücke esacte Differentiale sind 2); und das ist der 
Fall, wenn p, q, r, s solche Functionen der Variabein t und u 
sind, dass 

wird. Ausserdem nehmen die oben für die Linienelemente 
gefundenen Äusdräcke folgende Form an: 

PQ = duyp^ 4- »■', PR = dt Vf + s^ . 

Ferner ist die Tangente des Neigungswinkels von PQ gegen 

die Axe = — und die Tangente des Winkels, den PR mit 
P 

der Axe bildet, = — ; endlich ist die Tangente des Win- 
kels QPR 



§ 9 Nich Einfühlung dieset Bezeichnungen werden die 
Bedingungen, die eme vollkommen genaue Abbildung erfüllen 
müsste, folgende 
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I, Uelier die Abbildung einer Kugelfläobe in einer Ebene. 9 

Setzt man hievin 

— := taug w , 
p 
so wird 

— ^ — cots' m , 
1 
d. h. 

r =: -p tang(/i, ä = — q colgi/! , 

und die beiden ersten BedinguDgen geben 

^^ =z= coa° (p , (f ■= ain^ ip • cos' u , 

p ^ (ioS(p, (j = ^ sin ff cos u 
und weiter 

/ am //■ , s ^ cos c/) - cos tc 

folgt. Nach Substitution diesei Wortbe werden die Ausdrücke, 
die esacte Difierentiale sein mtl^sen, folgende; 

dh = tlu coäff — dl ain (y5 coau, 
dy = du ain cp + dt cos (p cos w ; 
und da hierzu erforderlich ist, dass 

(dp\_ldq_\ (dr\_lds\ 
\dtl Wj' \dt} \d<il 
wird, so ergeben sich die folgenden beiden Gleichungen: 



IL l—f:] coäry) = — aiaw cos </) — I — -! cosm sm(p. 

[112] Addirt man diese Gleiobungen, nachdem mau I. mit 
eosijD, II. mit sincp multiplieirt hat, so ergiebt sich: 



o = r,^ CO.«, d.h. 



m 



cp darf also nur von der Variabein ( abhängen. Combiuirt 
man aber die Gleichungen noch auf eine andere Art, indem 
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10 LeoTihard Eulor. 

man sie aMii-t, naciidem man 1. mit ■ — sinr/i, IL mit cos tp 
multiplioirt hat, so eriiält man 



lir 



von aÜtn^pn w^ Itjm i 



Eesultite widei^piiclit Damit ist aieh dmch Eeclinuiig ab 
geleitet dasa eine vollkommen gen tue Abbildung der Kugel 
m einei Ebene nicht moglicb ist 

i; 10 Da bieinach eme -vollkommen genaue Abbildung 
gdozlich 'luagesehlossen ist 'ind w i sohl echte id in ga luf Ab 
b Idungen ingewiesen die n eht j,linlich sind und bei denen 
de Figur in der t^leae von dei abzubiHenden Tigui auf der 
Kugel iigendwie abweicht In Betrefl dei Atweiehung des 
B Idea von dei Wukliehkeit können wu ■leiächiedene Annahmen 
mai'hen und je nach der Annahme die nii zu Giunde legen 
kennen wu es eneichen dass de Abbidung fUi diesen odei 
jenen Zweck am t,eeignetsten wud Dabei k nnen die Be 
d Dgungen denen die Abbildung geniigen soll auf die 
mannigfaühate 4it laiurt weiden ^ on den unendlieh vielen 
Möglichkeiten d e sieh so eigeben sollen im Folgenden einige 
besondeis w (.htige emgehendei behandelt weiden Dabei 
wollen wir vor 4Uem annehmen diss die Winkel welche die 
Meiidiane mit len Par all elki eisen bilden uberill lechte sind 
Denn wenn w i auch schiele Winkel zulassen wollten würde 
die Ai bildun„ eine ganz unzweekm issige weiden Som t 
willen wi im Folgenden stets innehmen da i dei \\inlel 
üPli e n leeiiter und daher 



§ 11. Wh- wollen noch aUgemein untei'suclien, welche 
Folgerungen sich aas der vorstehenden Forderung, dass alle 
Parallelkreise die Meridiane senkrecht schneiden sollen, er- 
geben. Dazu führen wir wieder den Winkel fp ein, setzen 
also r ■:= p tangf/> und daher s ^ — q eotg q). Durch Ein- 
setzung dieser Werthe von r und s nehmen die Ausdrücke, 
die exaete Differentiale werden sollen, folgende Gestalt an: 

dx -^^ pdu -(- qdf,^ dy = p tang (p du — q eotg (p dt. 
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§ 12. Um diese Formeln gleieWörmiger zu gestalten, 
■wollen wir an Stelle von f) und q zwei andere Variable m 
und n einführen, indem wir setzen: 

;) = m C03 r/) , 5 = « sin r/) , 
woraus 

)■ ^ Wi sin </> , ä = — n cos rjp 
folgt. Dadurch werden die Ausdrücke, [113] die esacte Dif- 
ferentiale werden sollen: 

dx = m cos ip du + n ain ip dt , 
dif =: m ain ep du — n coa ep dt . 
Hiermit ist die ganze Aufgabe auf die Frage ztii-lickgeftlhrt: 
wie müssen die Functionen m und n beschaffen sein, damit 
die vorstehenden beiden Ausdrücke esacte Differentiale werden? 
Dabei hat man noch die Bedingungen zu berücksichtigen, 
deren Erfüllung man nach den obigen Erörterungen in jedem 
Falle verlangen kann. 



Erste Annahme. 

Alle Meridian<^ sollen auf der Axe EF senkrecht 

stehen und alle Parallelkrcise dieser Ase 

parallel sein. 

§ 1 3. Da lang <p ^= ■ — war, so misst der Winkel ip die 

Neigung des Bogenelements PQ gegen die Axf FF, '»ndeiei- 
seitä ist die Richtung von PQ die des Meiidians Dei Winkel 
(p mnss daher bei Zugrundelegung unserer Voiaussetzung ein 
rechter sein, und die obigen Di fferentiilausd rucke meiden 

dx =: n dt, dy := m du 
Dass diese exacte Differentiale weiden kann min luf unend- 
lich viele Arten erreichen; man bl^ulht ]a nui füi m eine 
beliebige Function von m und tüi n eine Function von f zu 
setzen. Daraus folgt, dass min dei Abbildung noch weiteie 
Bedingungen auferlegen kann. 

§ 14, Zunächst kann man alle Längengrade gleich gross 
machen; denn es ist ja kein Grund dafür vorhanden, zwischen 
diesen Graden Ungleichheiten anzunehmen. Wenn daher 
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UBaere Asö EF den Aeqiiator darstellt und die Äbacisse EX 
dabei dem Bogen al = t des Äeqnatnrs entspricht, so kann 
man x ■= t, &. h. die obige Function n der Einheit oder 
a,iich einer beliebigen andern consfanten Grö'ise gleich setzen, 
während man für die Ordinate noch eine willkürliche Function 
von u nehmen kann. 

§ 15. Bei dieser Annahme wird das Parallelogramm 
PQiSR nicht nnr ein Reehtock, wie auf der Kngel, sondern 
der Punkt Q liegt auch auf 
der Ordinate S.P, so das^ 
PQ = dy, PE = dx = dä 
wird (Fig. 3). Würden wir 
aassertiem y = w setzen, wo 
u die Breite bezeichnet, s^ 
würde, falls etwa dx = do 
einem Längengrade, di/ = du 
einem Breitengrade [114] ent- 
spräche ^), dy = dx werden, 
1- und Breitengrade der Karte 
Eine solche Abbildung aber würde 
ganz unbrauchbar sein und alle Gebiete der Erde ganz verzerrt 
wiedergeben. 

§ 16. Besser wird man die Ordinate y einer Function 
der Breite u gleich setzen und über diese Function je nach 
dem Zwecke, dem die Karte dienen soll, passend verftlgen. 
Hier bietet sich nun zunächst die Annahme dar, dass das 
Parallelogramm PQSR der Ebene dem Parallelogi-amm pi/sr 
auf der Kugel ähnlich worden soll; denn dann werden wenig- 
stens die kleinsten Theile der Kugelfläehe ihren Bildern in der 
Ebene ähnlich. Es ist dies gerade die Annahme, die man 
stets bei den Mercaior'' sahen Seekarten, so genannt nach 
ihrem Erfinder^), zu Grunde legt, da eine derartige Abbildung 
den Seefahrern die grössten Yortheile gewährt. Wir wollen 
diese Art der Abbildung in aller Kürze entwickeln, 

I. Ueber Seekarten in Mercato^-^s Projection, 

§ 16"»). Da hier das Rechteck PQSE dem Rechteck 
pqfi7- ähnlich werden soll, in welchem 

pq = du, pr = dt cosu 
ist, 30 muss 

dy : dx = du : dt cosm 
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werden, und mit Eücksiclit auf d% = dl folgt liioraus 

(h = --— ■ 

dnrcb Integration endlicli ergiebt sieh: 

4/ = logtang:[45" + -^M] . 

Der Breite, die auf der Kngel durch den Winkel u gemessen 
wird, entspricht also bei dieser Abbildung eine Ordinate, die 
gleich dem natürlichen Logarithmus der Tangente des Winkels 
45° + -|m ist. Nach dieser Formel pflegt man eine Tabelle 
zu berechnen, welche für die einzelnen Breiten u die Wevthe 
des zugehörigen y giebt. 

§ 17, Da hier alle Parallel kreise der Karte dem Aeqaator 
gleich sind, während aie auf der Kugel immer kleiner und 
kleiner werden, so müssen die Grade eines jeden Meridians, 
die auf der Kugel gleich sind, auf der Karte in demselben 
Verhältniss grösser werden, in dem die Grade der einzelnen 
Parallelkreise gegenüber denen auf der Kngel vergrössert 
werden. Somit nehmen auf den Meridianen die Breitengrade 
mit wachsender Breite beständig zu, und zwar in demselben 
Verhältniss, in dem der Cosinus der Breite abnimmt. Wenn 
daher du einem Meridiangrade [115] auf der Kugel entspricht^), 
so hat auf den in Bede stehenden Karten derselbe Qrad die 

Länge — '• Unter der Breite 60° hat z. B, ein Meridian- 

COSH 

grad die doppelte Länge wie auf der Kugel; nnd am Pol 
wird er sogar unendlich lang. Derartige Karten dürfen daher 
nie bis zu den Polen reichen. 

§ 18. Der grösste Vortbeil, den diese Karten den See- 
fahrern gewähren, besteht darin , dasa die loxod römischen 
Linien, d. h. diejenigen Cnrven, welche mit allen Meridianen 
der Kngel denselben Winkel bilden, bei dieser Abbildung in 
gerade Linien übergehen; denn letztere achneiden alle Meri- 
diane der Karte, die ja einander parallel sind, unter dem- 
selben Winkel. 

I 19. Wenn z. B. die Linie ap (Pig, 1, S. 4) diejenige 
Loxodrome darstellt , die mit allen Meridianen den Winkel 'Q 
bildet, nnd wenn man ihre Länge ap mit z bezeichnet, so wird 

du : dz = cos ^ : 1 , 
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d. h. 



Nnn möge jener Curve ap die Linie EP der Bildebene enl- 
apreehen (Fig. 3, S. 12). Dann muss der Winkel EPX eben- 
falb := ^ und daher die Linie EP offenbar eine Gerade sein; 

ihi'e Lance ist —^'»- Kennt man die Grösse der Linie £P, 
° cos ^ ' 

so kann man daraus umgekehrt die wirkliche Länge des 
Weges, den das Schiff durchlaufen hat, d. li. die Länge der 
Curve ap, ermitteln, da nach dem oben Gesagten die Pro- 
portion 

ap : EP = tt :y 
besteht und man das Verhältniss u:y als bekannt ansehen 
kann. 

§ 20. Während hiernach die Bilder der losodro mischen 
Linien in der Ebene einfach gerade Linien sind, werden 
andererseits die grössten Kugelkreise durch höhere trans- 
cendente Cnrven dargestellt. Ist nämlicli ap (Fig. 1 , 8. 4) 
ein Bogen eines grössten Kugelkreises, und bildet derselbe in 
« mit dem Aequator den Winkel lap =-&, so ist bekanntlich 

tang u = tang 5- ■ sin t . 

Durch diese Gleichung und die beiden vorher aufgestellten 

X ^ l, ?/ = log tang (45° + i«) 

ist die Ourve EP, welche jenem Bogen ap entspricht, be- 
stimmt. 

§ 21. Um die Eigenschaften der in Rede stehenden 
Curve zu ermitteln, bezeichnen wir mit e die Grundzahl des 
natürlichen Logarithmensystems; [116] dann ist 

ea = tang (45" 4- i i'A = - — ■ — : f— , 

^ ' ' ^ ' 1 — tang \u ' 

foIgUcIi 



tang^w 
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Setzt man diesen Werth von tang u in die obige Gleichung 
ein und beachtet, dass t = x ist, so ergieht sich : 



und das ist die Gleichung der gesuchten Curve. Äua der- 
selben folgt, dass, wenn x sehr klein ist, anch y sehr klein 
wird. Für sehr kleine Werthe von t/, resp. x kann aber 

ey = \ +y, e^y = i + 2y , üüx =- x 

gesetzt werden: für solche wird daher 



oder [wenn man y* gegen y 

-^ = taug > . 

Die Curve ist daher in E ebenfalls nnter dem Winke! 0- gegen 
den Aeqnator geneigt^). 

Setzt man femer x = 90°, so wird 



— :r-y — == t^^g ^ 1 



n^ + 



+ 1=1/1: 



= taug & + l'tang' & - 
: cotg {ib° — l 5-) 



y = log colg [40'' — -^>) = log tang (45° + -i-^}. 
Hierans erkennt man, dass die Curve zu den höheren trans- 
cendenten Cnrven gehört. 

TT, üeber Karten, welche jede Flüche in ihrer 
wahren Grösse darstellen. 

§ 22. Es mögen wieder, wie wir schon oben angenommen 
haben, alle Meridiane durch parallel^ Gerade dargestellt werden 
nnd alle Grade dea Aequatora einander gleich sein: die auf 
irgend einem Parallelkreis gezählten Längengrade haben dann 
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dieselbe Grösse wie auf dem Äequator; es ist also wieder 
X = t. Nun bandelt es sicti weiter darum, dass der Fiäcten- 
inhalt des Kechtecks PQSR ^ dxdy dem InbaU des Recht- 
ecks pqsr der Kugel gleicli, d. h. ==: dudt ■ <io%u werde: 
dazu ist nur «iithig, dass 

dy = du cos u 

wird, woraus durch Integration 



folgt. Hiernach ist die Construction einer solchen Karte seJir 
leicht; man braucht nur die einzelneu Ordinalen gleich [117] 
den Sinus der entsprechenden Breiten zu machen. Die auf den 
einzelnen Meridianen abzutragenden Breitengrade werden dahei 
immer kleiner, je weiter man aich vom Äequator entfernt, 
und verschwinden am Pole ganz. Der Pol selbst wird durch 
eine dem Äequator parallele Gerade dargestellt, die vom 
Äequator den Abstand sia« = 1 hat; letzterer Abstand ist 
also gleich dem Kugelradins. 

§ 23, Stellt mau die ganze Erdoberfläche auf diese Art 
dar, so hat die Karte die Form eines Kechtecks, dessen Länge 
gleich dem Umfang des Aequators, d. h, = iii,; ist, während 
die Breiton aus dehnung auf jeder Seite des Aequators gleich 
der Längeneinheit und daher der Flächeninhalt des Recht- 
ecks = 4 7e, d. h. gleich dem Inhalt der ganzen Kugelfläche, 
ist. Auf derartigen Karten werden alle Länder der Erde in 
ihrer wahren Grö'ise dargestellt, wenn auch ihre Gestalt grosse 
Abwei<hungen von dei Wirklichkeit zeigt Stets hat bei 
dieser Daistellung irgend ein Theil dei Karte denselben 
Flächeninhalt wie der betiefiende Theil der Erdoberfläche. 
Solche Karten werden daher dazu dienen, die verschiedenen 
Gebiete der Erde ihrer wahien Glosse nach zu vergleichen. 
Es geschiebt dies am besten durch Angibe der Quadratgrade 
[des Aequitoi';] oder di-i Quidritmeilen wobei auf einen 
Grad des Aequitois tunfzt,hn drulsche Meileu gerechnet 
weiden 
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Zweite Annahme. 

Es sollen die kleinsten Theile der Erdoberfläche 

durch ähnliche Figuren auf der Karte 

dargestellt werden. 

§ 24. Falls eine solche Äehnliehkeit stsitthaben soll, ist 
vor Allem nöthig, dass die Meridiane überall auf den Parallel- 
kreisen senkrecht stehen. Nach § 12 müssen daher die fol- 
genden Ausdrücke exacte Differentiale werden : 





dx = n\ cos (pdu-^: 


n sin 9 dt, 




dy ^ m sin <p du — ) 


1 cos (p dt . 


Ferner ist [ 


3. Fig. 2, S. 4) 






PQ = duVp' 4-»-' 


= mdu, 




PR^dtVq^ + ,'- 


= ndt, 



während der Winkel QPR bei Zugrundelegung vorstehender 
Formeln von selbst ein rechter ist. 

[118] §25. Soll iitm das UecbteckPQS'B dem Rechteck 
pqsr (s. Fig. 1 u. 2, 8. 4} ähnlich sein, so ist noch erforder- 



licb, das 



PQ : PIi = pq:pr 



ist. Unsere beiden Differentialausdrücke werden daher: 
dx = m cos (p du -\- m cos u sin (p dt, 
dy = tu sin (p du — m cos u cos (p dt . 

% 26. Unsere ganze Aufgabe ist hiermit darauf zmück- 
gefülirt, zu ermitteln, weleiie Functionen von t und u man 
für m und fp nehmen muss, damit die vorstehenden Ausdrücke 
exacte Diiferentialo werden. Doch wollen wh- der Kürze 
halber an Stelle von m und ip wieder p und »■ einführeD. 
In § 12 war 

p = m- cos <f, , r =^ m sin <p 



y Google 



18 LeonLaid Eulm*. 

gesetzt; somit habeu wir [an Stelle der beiden letzten Glei- 
chimgen des § 25] folgende Gleichungen: 
dx = pdu + r cosji dt, 

lind es fragt sieh, welclie Functionen von t und u man für 
p und )■ nehmen muss, damit die vorziehenden Ausdrücke 
exacte Differentiale werden. Eine Lösung dieser Aufgabe hat 
man, wie sich leicht übersehen läsat, in dem Falle der See- 
karten; man hat, um die fttr letztere oben gefundenen For- 
meln zu erhalten, nur 

za setzen. Andere LiSsungen aber lassen sich nicht so einfach 
errathen. 

§ 27. Aus den bekannten IntegrabilitÄtsbediugungen er- 
giebt sich zunächst, daas folgende Gleichungen erfüllt werden 
müssen : 

ldp\ _ M(rcos« )\ _ _ /^\ 

\dtj \ du ) ' = '-r y^^^^, 

idr\ ld(püo%u\\ . idpX 

( — = — \-^ = ö smw — ■ coS^( ■ - ■ 

\dt} \ du I ^ \du} 

Ans der letzten dieser Gleichungen folgt: 






■''■-0-+(S)<" 



ist, erhült man folgende neue Bedingung: 

Multiplicirt man mit cos m und bringt das erste Glied rechts 
auf die linke Seite, ao wird 

dp ■ cos u — p sin u du 

= — »■ sinw oosM di + \-z-\cos''u dt — 1-^ \ du. 
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Mctilode zur Aiiff indung von Particularlöaungen**) 

der Differentialgleiclixmgen 

dx = p du 4- r cos u dt, dy = r du — j} cos u dt. 

§ 29, Da die Functionen p und r die beiden Variabein 
?( und t enthalten, woller wir jede von ihnen gleich dem 
Producte einer Function von u und einer Fiincdon von t 
setzen. Ks sei also 

p=U-T, r=V-G, 
wo U und V Functionen von u allein, T und Q aber Func- 
tionen voa t allein sind. Dann nehmen die Ausdrücke, die 
esacte Differentiale werden sollen, die Form an: 
1. dx = ÜTdu~\- V& casudt, 
11. dy = VQdu— UT cos u dt . 
§ 30. Hieraus kann man eine doppelte Darstellung von 
X und y in Form von Integralen ableiten. "Wenn nämlich t 
als eonstant angesehen wird und daher die letzten Glieder 
verschwinden, acliliesst man aus den ersten: 

x = Tjudu, y= efvdti. 

Betrachtet man dagegen u als conatant, so ergiebt sich aus den 
letzten Gliedeni: 



uj'&dt, 2/ -= — U cos uJt 
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[ISO] Ferner müssen die beiden Ausdrücke für x einander 
gleicli sein, ebenso die für y. Das giebf: 

T I ü du ^ V CO» u I & dt oder ■— ■ ^= ^ 

•^ •^ V ümu 1 

nnd 

ejv äu = ^U CO, .,/r ,U „äer '^ - -^ 'e^-' . 

Aus diesen beiden Bedingungen muss man die Functionen ?7, 
V, T und ö ermitteln. 
§ 31. Soll 

fUdu _ fOdi 

FcosH ^ ~T ' 

sein, 80 müssen beide Brücbe einer Constanten gleicb sein, da 

ja die beiden Variabein u und t von einander unabhängig 

sind. Der Werth dieser Constanten sei a\ dann ist 

j Udu = a FeosM and. J df = aT. 
Ebenso mnss, wenn 

fVdu _ fr dt 
■f/co3i(~~' "0~" 
sein soll, jeder dieser Brüche einer Constanten ß gleich 
sein, d. h, 

fvdu = ßUcosu, j'Tdt = — ße. 

Dadurcli sind die in den Formeln auftretenden Integrale auf 

absolute Grössen reducirt, nud die Werthe von x und y lassen 

sich ohne Integrationszeiehen folgen dermaassen ausdrücken : 

x = aTVcmu, y ^ ß&Um%u. 

§ 32. Weiter wollen wir zur Abliürzung 

(7cos!i = P, Fco3M=Q, also D'=---, V ^ —- 
cos u cos w 

setzen. Unsere vier Formeln werden dann; 

j edt=^aT, Jt dt=- — ß&\ 

J aoi u J cos u 
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Differentiirt man (lie ersten Oleiclinngen beider Keilien, so er- 
giebt sich; 

dt ' du ' 

und substituii't man diese Ausdrücke in den beiden übrigen 
Gleichungen, so werden diese: 



.! dt ■) cos u 



[121] § 33 ^). Differentiirt man die beiden letzten Gleichungen 
nochmals nach i, resp. u, ao ergeben sieh die folgenden: 

d^Q ^ . dQ 

t -j— r — ßfl sinwcosw -^r- • 

du^ du 

Damit sind wie auf zwei Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung gelangt, nnd von ihrer Integration hängt die Lösung 
unserer Aufgabe ab. 

8 ;U. Wir wollen mit der ersten Gleichung 





T 




beginnen. Mnltiplicir. 


en^. 


■ir dieselbe mit 


so ergiebt sich: 


^ 


-«H^r- 


und weiter 


df 


aßdT^ 
A^ T'- 


Ebenso folgt aus der 


zweiten Gleichung 



Q = ad cod^ M — j-v — ß p äin M cos ti -j— , 

dw dxi. 



Q'_«^»5'„(^)' + fi 



aß_d_Cf_ 
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Behufs der weiteren Integration müssen wir zwei Falle unter- 
scheiden, je nachdem die Grösse aß positiv oder negativ ist. 

Erster Fall: 

Es sei aß = + l^, also ß ~ -\- ' ■ 
§ a5. In diesem Falle haben wir 

und hierin wollen wir, da A eine positive Grösse sein musa, 
A = a^ setzen. Dann wird 

dt = ^-^^ 
und nach Äusfflhnmg der Integration 



woraus durch Umkohruug 

— m 

folgt. Da ferner 
war, so ergiebt sich 

§ 36. Die zweite zu integrirende Gleichung wird fQr 
du __ l (IQ 
ihr Integral ist 

iogtang(45'' + .L!() -H ;l log 6 = Ä log (a + ya^"^3). 

Um diese Gleichung in eine bequemere Form hringen zu 
können, wollen wir 

tang (4 5" + \u) ^ s 
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aelzeii, worauä, <la 

...« = /■*' 

J cos II 

ds __ du 
s cos u 
[123] und daher 

ds Ä 

du coa tt 
folgt. Die vorstebendo Gleichung wird dann: 



woraus i 

s^s = {Q + 1 ir — Jif oder Q + VQ^'—'B -= es' 

folgt. Setzen wir noch zur Abkürzung -t- ^ v untl lösen 
nach Q auf, so ergiebt sich: 



Ferner wird 

dQ__dQ s _-li'ES^ vB s~^ 
du ds cos u cos?/ 2e cos ^ 



.P ^ ö cos M -^ = 4 « 

du i t, 

§ 37. Aus den oben gefundenen Werthen von P nnd Q 
folgt 



2 008 M 2 £ COS M ' 2 COS w 2 f cos 'U ' 

und hieraus endlich ergeben sich für ilie Coordinaten x, y 
öie Formeln: 

S = ioxl« cos (— ^) («»' — -j- '"') , 
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Die vovBtehenden Formeln werden noch eleganter, wenn i 
B = s^b setzen. Dann lauten dieselben: 



^-^"«-m(- 


+ 


.-X) 


,^i..»c.,f + ^)(,i 


- 


.,i) 


Zweiter Fall: 






Es sei ft^ = — ^(% also ß 


= 


_ '*^ 


g 38. lu diesem Falle Laben wir 






id daher [123] 







Durch Integration ergiebt sieh 

i + ,5 == ,( log (r + VT^--^) 
oder, falls e die Grundzahl der uatlirliehen Logarithmen be- 
zeichnet, 

Setzen wir nur Äbkürzune; 



- T = y'r-~A, 
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dt ft d& 

somit 

ö ^ iL (# _ Ae-'^) . 

§ 33. Weiter wird in diesem Falle 

c^^^ ~ ü^ — B ^ B — Q''' 
Hierin setzen wir, da if nothwendig positiv sein muss, B = /i^, 
so dass 

du (idQ 







cos u Vi* _ 


0« 




wird. 


Die Integration ergiebt: 








logtaDg(45'' + ^«) + los« 


= ,. . arc.io 1 


:^)^ 


d. L., 


wenn man 


wieder log lang [45' 
^^^f*^' avcsini 




setzt, 


daher 


umgekeliri 


' '^-»^^l 


".). 




Weiter 


■ wird 












f-M--(^) 




uud 












dQ 
dii. ^ 


da t _ b 

ds cos M /( cos ) 




|. 


endlioii 




p „ 'A cos /!?S- 


N). 





§ 40. Nun war [oach § 31, resp. § 32] 
x = aTVmu=.aTQ, {, = flOP ^ — ^ OP, 
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nnd darin ist 



= fang f45" + -^u) . 



[124] § 41. Da in den vorstehenden Foi-nieln einige 
Gi'öaaen völlig wülkUilich. ainä, so haben wir in ihnen schon 
eine ziemlich allgemeine Lösung unseres Problems, eine Lösung, 
Sie unzählig viele SpecialfäUe umfasst. Eine noch allgemeinere 
erhalten wir aber, wenn wir zwei oder auch beliebig viele 
Lösungen der obigen Form mit einander verbinden. Hat man 
nämlich znerst die Wertlie x = 31, y ^ N gefunden, sodann 
x^M', i/=N', weiter x = M", y = N" etc., so kann 
man aus ihnen folgende viel allgemeinere Lösung bilden: 

x = 'äM+m3r + (EM" + ■BM'" 4 . 

y = 21.V + 35 iV' + SiV" + TiiV'" + . ■ ■ ; 
und zwar ist diese Lösung sicher so allgemein, dass alle mög- 
lichen Lösungen in ihr enthalten sind"). 

Methode zur Ermittelung der allgemeinen Liisung^) 

der Differentialgleichungen 

dx ^= p du -^ r c{}% udt , dy ^ rdu —p coaudt. 

§ 42. Wir wollen eine solche Combination der beiden 
vorstehenden Gleichnngen suchen, die eine Zerlegung der 
rechten Seite in zwei Pactoren gestattet. Zu dem Zwecke 
multipliciren wir die erste mit a, die zweite mit ß und addiren, 
80 kommt: 

adx + ßdy =p{adu — ß w&udt] + r{ßdu + awsudt), 
eine Gleichung, die wir, um die beiden D i fferential facto ren 
rechts auf eine gleiche Form zu bringen , auch so schreiben 
können : 

adx-^- ßdy ^ upidti^ — cosac^ij + ßr\du-\- — cmudt\- 
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Wenn nun 

-^ = — ^- , also ß= -[- ^^ ^ ü oder ,i' = a 1'^^^ 
iat, so ergiebt unsere Combinatiou ; 

Damit der Differentialfactor rechts ein esactes Differential 
wird, schreiben wir die letzte Gleichung so: 

dx + dy V^^ =- C03 u ip + r V— I ) (~^ di V'^\ ■ 

[125] § 43. Setzen wir jetzt 

J^^dtV--i^d., 

cos u 
also 

a = logtang(45" + ^^i) — tV—l, 
90 wird 

dx + dyV^l = costi (p + ry^^'i)dz\ 
und die rechte Seite dieser Gleichung ist offenbar nur dann ein 
exactes Differential, wenn der endliche Factor cosm [p -\-ry- — 1 } 
eine Function von s ist; welcher Function von z er aber auch 
immer gleich sei , stets kann man die Integration aus- 
gefühi-t denken. Hieraus folgt, dass auch das Integral eine 
Function von s ist, so dass der Ausdruck x + yV — t gleich 
einer beliebigen Function von s, d, h. von der Grösse 

log taug (45" + i^u) — t V^^ 
wii'd. 

§ 44. Die Formel wird eleganter, wenn wir, wie oben, 
tang[45'' ^ \u] = s 



wird. Bezeichnet, wie Üblich, I' eine beliebige Function des 
in Klammern beigesetzten Arguments, so wird also 



: J^(logs 
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oäer aucb, was auf dasselbe hinauskommt, 

x^y y^X =. 2 r (log s — i v^^) . 

Da nun der Ausdruck V — 1 seiner Natur nach das doppelte 
Vorzeichen dr haben kann, so wirf auch 

s: — y}-'—i = 2r{\ogs + tV^^); 

und aus beiden Gleichungen folgt: 

X ^ r{logs~tV^^) + r{\ogs-\- tV^l), 

y y~i = r (log s — t y— T) — r (log s 4- 1 y^i) . 

Bekanntlich ergeben diese Ausdrucke für x und y stets reelle 
Wertheio). 

§ 45. Es möge z. B. F irgend eine Potenz des heigesetzten 
Arguments oder auch ein Vielfaches einer solchen Potenz be- 
zeichnen , und ea sei X der Potenzesponent , so ergiebt sich, 
wenn man entwickelt und zur AbkQrznng logs^« setzt: 



[136] I — !>'■ 


i(l-l)„/-,, , i(i-l)li-2)(i-3) _,, 
1-2 '^ l ■ 2 ■ 3 .4 




1-2. .-0 ^ 


>'' 


).(;.-l)(l-2) _,_,,. i...(i-4)^,,_ 


y >.v 


1.2-3 ■ ' ' 1 . 2 . . . ä ■ 




'■■■■(*-6)..I-,„ , 



Eigentlich hätte der Worth von y das entgegengesetzte Zeichen 
erhalten müssen; aber man kann, wie sich aus der Natur der 
Sache ergiebt, auf den beiden Coordiaatenaxen x und y die 
positive und negative Eichtnng ohne Weiteres vertauschen i'). 
§ 46. Scheinbar sind diese Wevthe ganz verschieden von 
denen, welche uns die vorhergehende particuläre Lösung ge- 
liefert hat. Andererseits aber ergeben sich [ans den Formeln 
des § 45] sofort die für Seekarten gültigen, die in den oben 
abgeleiteten Formeln [§ 37, 40] nicht enthalten waren. Man 
braucht nur }. = \ zu setzen, so wird 

X = log Ä = log lang {^Xi° -\- ^u] , y = t . 



y Google 
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Dasä oben die Wertlie von x und y mit einander vertauscht 
waren, macht nichts aus; denn eine Vertanscliung der Co- 
OL'dinatenasen x und y ist stets geatattet. 

I 47. Indessen ist es sicher, daäs alle oben gefundenen 
Werthe anch in nnseren jetzigen Formeln enthalten sein mflssen, 
weil letztere offenbar die allgemeinste Lösung darstellen ; und es 
ist wohl der Muhe werth, zu zeigen, dass dies wirklich der Fall 
ist. Dazn beachte man, dass, wenn r[z) eine beliebige Func- 
tion von 3 bezeichnet, dafür anch gesetzt werden kann J{Z\ 
wo Z seinerseits irgend eine Function von z ist. Nehmen 
wir nun Z=^e"^, während 2 = logs — tV — 1 ist, so kann 
man statt r(logÄ— O-^^) auch schreiben z/le^'^Ss-^F-') , 
Es ist aber 

,"1«S' = .«, 
ferner 

g«(V-l =cos(Rif) =hV=^"sin[ß;:), 
daher 

Setzen wir demnach J [Z] an Stelle von r[z\ , so gehen die 
Formeln des § 44 in folgende Uber : 

fl: = z/[s«{cos(ß!:) — y^Tsin(«;})] 

-h J [s" (cos (ß t) +V—1 sin {a t))] , 
yy—l = J[s- (cos {at)^y~\ sin(«0)] _ 

— J [s" (cos (« t] + V— 1 sin [a f\ )] ; 

und dabei ist zn beachten, dass diese beiden Werthe nicht 
nur mit einer beliebigen Constanten multiplicirt, sondern auch 
mit einander vertauscht werden können, 

[127] § 48. Betrachten wir apeciell den Fall J[Z] = Z, 

X = %«" co3(ai) , y = 28"- sin(ß;). 

An Stelle von a [das ja beliebig ist] können wir auch ■ — a 
setzen und erhalten so eine zweite Lösung, nämlich 

X = Is'" eos(ffi) , y =^ — 2«"" sin(ai). 

Nun ist schon oben bemerkt, dass man zwei Lösungen stets 
derart combiniren kann, dass man beide mit Constanten mul- 
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tipÜciit nnd dann addirt. Demnach kann aus den beiden 
vorstehenden Lösungen die allgemcineve gebildet werden: 

X = (ats« -h ÖS-") eos(ß^), y = ('IW — Sds-") sin{at}. 

Diese Formeln stimmen mit den in § 37 gefundenen öberein. 
Augenscheinlich sind aber die Formeln, welche die Function zf 
enthalten, viel allgemeiner. 

§ 49. Um aus nnseren allgemeinen Formeln auch die 
zweite particuläre Lösnng [§ 40] abzuleiten, setzen wir 

Z = coa [az] = cos [« log s — nt V^T] 

= cos (ß log s) cos (ß?:!'^^) + sin (a log s) sin [citV^) . 
Bekanntlich ist aber 

cos {a t V^^) = . '•' " . -± i ' ..- ''- 
und 

sin(<,(l'=T 






— sin [a log' s) . 



Wir haben somit; 



+ ^ 



2V— 1 
sin (ß logs) (e""' — e 

2y=T 



., — r^_ ./°o»(°l °e»)(e "'+<!*'") 5iii(glog»i{« «'-»->") \ 

■'12'^ 2y— 1 ^ 

Jeo.(»loi!.i)'.-''+.--") siii(»log.)(<!-'-e--")( 



1 2 2)/— 1 

[138] Nelimon wir nun wieder J{Z) = 2, 30 wird 
— T _ ■in(gleg»)(e~'"- 



= coa(alogs)(e "'^-e"^"'), yV— 



-l 
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I. üiibei- die Abbildung ianev KugelHiiehe in einer Ebene, g] 

und falls wir a negativ nehmen, 

x = cos(ßloss)(e-^"'+e-'"), yV -1= "J-J^ -^ '• 

DiesP Foimeln enthalten di n tj 10 intnestellte Lösung des 
zweiten FiUes^'') 

§ 50 In den ^oiitehenÖen U! gemeinsten Poimeln, die 
für X nnd y gefunden sind l§ 44), sind alle möglichen Ab- 
bildungen BBthalten bei denen die Kiigelfl tobe der'ut m einei 
Ebene dti^etteltt wiid, dass die Meiidiine und Paiallelkieiae 
eminder aeakiecht schneiden und zugleich alle ganz kleinen, 
auf der Kugel beliebig angenommenen Fjgnien duich ähnliche 
Flamen in dei Ebene wiedeigegeben weiden^') 

§ 51 In die«ei illgemeiniten Lösung ist auch die Pio- 
jection enthtUen mittels deien mm gewuhnlich die [nöidliehe 
und südhrhe] Erdhalbkugel im Innern von Kreisen abzubilden 
pflegt m deien Gentien die beiden Pole liegen. Diese Pvo- 
Ipction Pr^icbt iioh m den m § 48 aufgestellten Formeln 

i = " (,os [ut , y = s" sin [ai] , 
wenn wir m denselben u = — 1 annehmen, so dass 

^ ^ täng(4ö° + |w) ' ^ "" lang (45'> + ^^] 
wird. Danu verschwinden nämlich x und (/ in den Polen, in 
denen ja ii = 90° ist. Für den Äequator aber, f(lr den 
M ^ ist, wird s = 1, daher 

a: = cos 1^, t/ ^ sin ( und x^ + y^ = 1. 
Es wird also der Aequator durch einen mit dem Radius I 
beschriebenen Kreis dargestellt. Da ferner für alle Punkte, 

welche dieselbe Länge t haben, — ^tang^ ist, so werden 

die Meridiane durch die Radien dei- Kreise dargestellt, Fnd- 
Sich ist das Bild des Parallelkreiaes von der Breite « ein dem 
Aequator concentrischer Kreis, dessen Radius 

i- = -4, = fang (45° — -1-m) 

s lang (45° -j- -^-w) °' ^ ' 

ist; d. h. der Radius ist gleich der Tangente des halben Pol- 
abstandes. Dieser Bedingung gemäss pflegt man solche Karten 
dev beiden Ilalbkngeln zu entwerfen i^""). 
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[129] Dritte Annahme. 

Alle Gebiete der Erde sollen in ihrer wahren 
Grösse in einer Ebene dargestellt werden. 

§ 52, Wir gehen von den allgemeinen Formeln aus fg S]: 
dx = p du -^ q dt, dy = r du -\- s dt 
und wollen wieder festsetzen, dass die Meridiane von den 
Parallelkreisen senltrecht gescimitteu werden. Es muss daiier 
die Bedingung 



erfüllt werden 


. Demgeniäss setzen wir 


wodurch wir 


.^== — np, q = -\-nr, 


dx^ 


= pdu -\- nrdi, dy = rdu — npdt 


eihalten. Nu 


n ist das Linienelement des Meridiaus 



und das des Parallelkreises 

PR = ndtyp^ +T'- 
Daher wird der Flächeninhalt des Rechtecks PQSÜ 

ndudt{p^ + )■*), 
während auf der Kugel der Inhalt der entsprechenden Fläche 
pqsr = dudt eosii war. Beide Ausdrücke sollen einander 
gleich sein; es wird a!ao 

n{p^ -\- r^] = cos u und diiher n = -^- —^ ■ 
Unsere Arinalime führt somit auf folgende Formeln : 



dx = pdu • 



rdtcosu pdtcosu 

rtfl/ ^^ V Hit .— €__ _ 



Die weitere Aufgabe besteht darin, solche Functionen für p 
und r zu suchen, dasa die beiden vorstehenden Ausdrücke 
exacte Differentiale werden. 
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§ 53. Zur Erleichtening der Eeebaung setzen wir 

^> = m coä f/) , r = m sin <p , 
dass 

\. Dann h;iben wir 



dx = m du cos 


iw -A dt cos M sin <p . 


dfj := m du aiü 


i (jp dt coaif cos«/!. 


■de 


= k cos «< 


dass 




dx=^kduto% 


w cos fp + -^- (7i sin ip 


dij =. käu cos 


u sin (p — -r '^/ cos r/i 



wird. ilSO] Endlich wollen wir 

dti C03 u == dv , d. ii. !J =^ sin u 
setzen, so werden die vorstellenden Gleicliungen: 

dx =^ kdv cos fp -{- -j- dt sin <p , 

f/j/ = kdv sin fjP — ^ -=- dt cos ip; 

und es sind füi- k nnd g!> geeignete Wertbe zu ermitteln, 

§ 54. Da bisher keine Mettode bekannt ist, durch die 
man zur allgemeinen Lösung der vorstellenden Gleichungen 
gelangen kann, wollen wir partieuläre Lösungen suchen i^). Zu- 
nächst bietet sich uns die LSanng des oben [§ 22) behandelten 
Falles dw, in dem v = f, y = ainM war. Diese Werthe er- 
geben sich aus unseten Formeln, wenn wir in letzteren k^= l 
und (p s= 9ü" setzen Feiner äbersieht man sofort, dasa man 
etw^s illgpmemer füi X und ip beliebige constante Werthe 
setzen kann Ist ^ = u, fp = a , ■■o wird 
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Diese L s „ ol ach det a cli on de o he g 
daduich 1 ss 1 e Mer d ane n cht mehr anf iinäe e Axe ET 
senkrecht ätahen a nde n gegen d e elbe aammtl ch unte dt'm 
Winkel a genest s nd Dp Pirallelkre e ferner sei ne den 
alle Me 1 ne enkrecl t und we den daher el e falls parallele 
gerade I n en 

§ 5 Änle e r n^ i e eben a oh d 1 ch da ä w r 
für e ne de ( ÖS en / nn l /i e ne F et on n hme den 
von ü tflr d e anle e en F nof le on i( hlän^t 

Es se ilsn / == 3 d /- — J lann w d 

!x= ri c I 4- -^ s n J 



dij = Tdv sin V — ^ ~ cos V . 
Hievaus folgt: 

X = rjdv cos V = sin r f'~: , 

y = T I dv Bin y ■:= — cos V I — , 

und eä müssen die beiden Ausdrücke für x einander gleich 
sein nud ebenso die für y. 

[131] § 56. Aus der Gleichheit der beiden Auadrücke 
für X echlieasen wir: 

aiu K '~ tJ ~T '^"' 
ferner aus der der beiden Ausdrücke für y: 

fdvimV _ _ ±_ f±( ^ ^ 
cosF ~ tJ f ^' ' 
Für die Functioa T haben wir somit die beiden Gleichungen 



und daraus ergiebt sieh , dass ß =^ — a sein muss. Durch 
Differentiation folgt 



^; = (tdT, daher T ^ 



^n- 
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I. Ueber die Abbildung einer Ku^elflache in einer Ebene. 35 
Für V aber haben wir 

/ dv C03 F"= f( sin V und 1 dv sin V ■^= — a cos V. 
Differentiirt man, so ergeben beide Gleichungen dv ^= adV, 
mithin V = — oder allgemeiner 

§ 57. Mittelst dieser Wertlie finden wir, da 
/ (/!) cos 1^= ß sin F= f( sin 

ist, für die Coordinaten folgende Ausdrücke: 

X == yiät sin ^^^^ , y ■= — V 207 cos ?— tf . 
Darana schliessen wir zunächst, dass 

d. b. alle Orte, welche die gleiche Länge t haben, liegen auf 
der Karte auf der Peripherie eines Kreises mit dem Radius 
y2cL Die sämmtlichen Meridiane werden demnach durch 
concenti-isehe Kreise dargestellt; der Anfangsmeridian, für den 
t = ist , ist dabei sogar in den Mittelpunkt der Kreise zu- 
sammengezogen. Hieraus geht hervor, dasa alle Paiallel- 
kreise durch die Radien der obigen concentrischen Kreise dar- 
gestellt werden. Eine derartige Abbildung ist sicher ganz 
un zweckmässig, wenn sie auch alle vorgeschriebenen Be- 
dingungen erfüllt. 

§ 58. Wir wollen weiter für k eine Function von v 
setzen, die = F sei, während der Winkel ip eine Function 
von t sein soll, die = T sei. Dann haben wir: 

die = Vdv cmT + ~ dt sin T, 
dy = Vdv sinT — ~ dt cos T\ 
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[132] woraus sich filr x und y die Werthe ergeben ; 
X = cos rf Vdn = -^y (/ ?: sin r , 

*/ = aiii r/ F<^i> = — -^ y</i cos T. 
Aus diesen GleiGlinngen folgt 

V f Vdv = — ^, fdi sin 7- = « , 

— vjvdv = -r^ -,fdt cos T=^ — ß. 

Die beiden Ausdrücke fllr F zeigen, dass ß = a sein i 
Ferner folgt durch Differentiation 

Vdv 

und durcli Integration 

r, •{- c ^ — -r^ oder 



Für die Function T liaben wir die beiden Gleicbuagen 

f'dt sin J" = ß cos T und. f dt cos T = — « sin T; 

diffeventiirt man beide, so erliält man 

dt = — adT, also T= 

§ 59. Vermöge der eben gefundenen Wertlie wird, wei 
man nocli beachtet, dass 

fvdv=V2u{v-ho} 
ist: 



Hierans folgt 

■f- = - lang (1) , )/?T? = VM»-R. 
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Die erstö dieser GleicLniigeii ei^ipbt dis« ^lle Meridiane durch 
Geiide daigestellt weiden de \on einem festen Punkte wie 
Stiahien ausgthen Die zweite Gleiehnng; ferner lehrt, dass 
alle PaiiUelkieiae in ocncentiisehe Kre be der Kute übergehen. 
Diese Alt dei Diiitellung 13t ^usaerordenthch geeignet, die 
beiden Eidhilhkngeln im Innern ^on Kreiten jb/ubilden, deren 
Mittelpunkte d e Gildei dei Pule sini Dal ei wiid die Gestalt 
iigend eines Gebietes nicht eihoblich vin der Wirklichkeit 
abweichen, wählend man die wahie Gröase desselben nn- 
mitteibai auf dei Kaite messen kann'^j 

§ 60, Die obigtn diei Annahmen enthalten alle Forde- 
rungen, die man an Landkarten oder Seekarten stellen kann. 
Die zw«ite jener Annahmen umfasat sogar, wie die vorstehende 
Untersuchung gelehrt hat, alle möglichen Darstel hingen. Doch 
ist es wegen der grossen Allgemeinheit der sich ergebenden 
Formeln nicht leicht, ans denselben Methoden abzuleiten, die 
praktisch brauchbar sind. Auch hat die vorliegende Abhand- 
lung nicht den Zweck, auf praktische Anwendungen genauer 
einzugehen, zumal die üblichen Projectiouen von anderen 
Autoren bereits hinlänglich behandelt sind. 
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üeber die Darstellung einer Kugellläclie auf einer 
Karte. 

(De projectiono geographica siiperfiüiei sphaericae.) 
Vou 

Leonhard Euler. 



§ L In dei' vorhergehenden Abhandlung habe ich alle miig- 
lichea Arten solcher Abbildungen einer Kugelfläche in einer 
Ebene abgeleitet, bei denen die kleinsten Theile durch ähn- 
liche Figuren wiedergegeben werden. Daraus ergab sich so- 
fort die Oonstruction der Mercator'stih^D Seekarten, ebenso 
wie die der Karten der nördlichen und südlichen Halbkugel. 
Wie aber die heutzutage übliche Constvuction der Halbkugelii, 
die von einem beliebigen Orte aus als obere und untere er- 
acheinenißj^ ans meinen Formeln folgt, war nicht recht 
ersichtlich, obwohl auch diese Karten die vorher erwähnte 
sitzen. Das hat mich veranlasst, genauer zu 
sie auch die letztgenannte Art der Darstellung 
einen dort aufgestellten Formeln zusammenhängt 
und am besten aus ihnen abgeleitet werden kann. 

I 2. Die allgemeinen Formeln, welche ich für derartige 
Karten entwürfe entwickelt hatte, sind folgende. Ist für irgend 
einen Punkt aaf der Kugel v der Abstand vom Pole, t die 
von einem bestimmten Anfangsmeridiane an gerechnete Länge, 



untersuchen 
mit den allgemei 



y Google 



11, Ueber die DarBtellung einer Kugelliäohe iuif eiaer Karte. 39 

nnd sind x und y dio rechtwinkligen Coordinaten , welche 
die Lage des eutspveclienden Puuktea der Ebene bestimmen, 

so iat"j 

^l/:^=^[logcö%(^«) + <y^T]— 4logcotg(iü)-il'=4]. 

Man kann die erste diesei' Gloiolmngen auch, folgendcrmaasson 
schreiben : 

X = J [cotg (4 ü) (eo9 1 -H V— i si n i']\ 

-r ^ [cofg [\z] [cos ; — y^T sin i)] 

und entspreclieud die zweite. Beachtet man ferner, dass 

=^ = lang(-l-») (cos/ ^^ V'^l sin i] 

cotg (-1- c) ;Cöä ^ ±: V— 1 sin f; 

ist, so kann man den vorstehenden Fonneln folgende Gestalt 
geben : 

■x^ J [tang {\ v) (cot t + V ^T sin ;) 1 

+ z/ [tang d»;) (cos t — V^^ ain i) ] , 

»/V:~r =. z/[tang (i?;) (coa Ü + V^T sin i)] 

— ^ [tang [^■0] (cos ^ — V ^ sin i») ] . 

[134] Lässt man das Zeichen ^, das eine unbestimmte Fnnc- 
tion bezeichnet, fort , so gehen , wie leicht ersichtlich , die 
beiden ersten Gleichnngen des § 2 ohne Weiteres in die For- 
meln für die Seekarten über, während die beiden letzten 
Oteichnngen die Constrnction der Karten der nördlichen und 
südlichen Halbkugel ergeben. 

§ 3, Um nnn leichter zu ermitteln, wie auch die übrigen 
Projectionen, die anf demselben Princip beruhen, aus unseren 
Formeln abgeleitet werden können, will ich die Grundzuge der 
Projection, die man gewöhnlich als stereographische zn be- 
zeichnen pflegt, hier ausführlich entwickein. Bei dieser Pro- 
jection wird die Kugelfläohe so auf eine die Kugel berührende 
Ebene projicirt, wie sie nach den Regeln der Perspective 
einem Beobachter erscheint, der sich in dem dem Berührungs- 
punkte entgegengesetzten Punkte der Kugel befindet'^). Es 
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Leoiihard Eulcr. 



stelle (Fig. 4) der Kreis AMC die Kngel dar und die 

Linie EF die Ebene, welche die Kugel in C berührt. 

Dann ist der Punkt, in dem der Beobacliter sich befindet, 

. der dem Punkte C 




Punkt A. Nimmt 
man nun aaf der 
K ugel den Punkt JW 
beliebig an, nnd 
trifft die Gerade 
AMS, welehe A 
mit 31 vorbindet, 
die Linie HF im 
Punkte S, so ist 
S die Projection 
von M. 8etzt 
mithin den Durch- 



lau ferner den Eadius der Kugel 

lesser AC = 2 , und bezeichnet den Bogen CM mit 

ird der Winkel CAM^ |-2, daher der Abstand 



^Vr. 



CS= 2 taiig(|2) = 



§ 4. Wird von M auf ^ C das Loth MF gefallt, so ist 
MF = sin z. Lägst man nun die ebene rjgui nm die Axe 
AC rotiren, so beschreibt M einen Kreis, dessen Fbene der 
Tangentialebene parallel und dessen Radius = sin z ist , diesem 
Kreise entspricht in der Tangentialebene ein mit dem Radius 
CS = 2tang{^^) beschriebener Kreis. Der Eadiua jenes 
Kreises auf der Kugel verhält sich also zum Radius seiner 
Projection wie FM zu CS, oder wie AP zu AC, oder 
endlich wie AM zu AS. Ferner gehören zu einem Bogen 
des mit dem Radius FM auf der Kugel besehii ebenen Kreises 
und zu dem entspreehenden Bogen der Projection dieses Kreises 
gleiche Centriwinkel. 

§ 5. Weiter betrachten wir auf der Kugel einen dem 
Punkte M sehr nahen Punkt m; seine Projection sei s, so 
dass [135] dem Bogenelemente Mm die kleine Strecke S)i 
entspricht. Dann fragen wir, wie sieh die Elemente Mm 
und Ss zu einander verhalten. Zu dem Zwecke beachten wir 
zunächst, dass der Winkel ASO = 90° — \z=^ AsC ist. 
Ferner ist das Maass für den Winkel AMm die Hälfte des 
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Bogena AM, ä. h. es ist der Winkel AMm = ^(}° ~- ^z 
und daher gleich dem Winkel AsC^). Daraus folgt, dass das 
Dreieck AMm dem Dreieck AsS ähnlieh, und daaa daher 

Mm:Ss = AM:AS, A.h. =^ AP : AC 
ist. Dies Verhältnisa ist dasselbe, das wir zwischen dorn 
Radius PM des auf der Kugel beschriebenen Kreises und 
dem Radius CS des entsprechenden Kreises der Ebene ge- 
funden hatten; ebenso wie die Radien dieser Kreise verhalten 
sich aber entsprechende Bogen demente derselben. Daran» 
folgt, dass, wenn wir ein unendlich kleines, an dem Elemente 
Mm liegendes Stück der Kngeltläche ins Auge fassen, die 
Projection desselben dem betrachteten Stücke selbst ähnlich 
wird^"). Die Projection befolgt mithin dasselbe GesetK, aus dem 
ich meine allgemeinen Formeln abgeleitet hatte, 

§ 6. Wie vorher mflge der Kreis AGC {Flg. 5) die Kugel 
darstellen, deren Oberfläche anf die Ebene HF projicirt 




l^ 



werden soll, welche die Kugel in C berührt. Der eine Pol 
der Erde möge in G liegen. Diesem Pole entspricht in der 
Ebene der Punkt S, der von die Entfernung 

CH = 2 lang [-^ ^r) 
hat, falls ff den Bogen CG bezeichnet. Ein beliebiger Punkt 
ilf der Kngel habe vom Pole den Abstand GM= v, wäh- 
rend der Winkel CGM=i die Länge des Punktes M ist, 
bezogen anf den Meridian G C als Anfangsmeridian. EndJich 
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denken wir una den grössten Kngelkreis CM gezogen. lat 
nnn S derjenige Punkt der Projection, welcher dem Pankte 
M entspricht, so wird CS = 2 tang {\ CM) und der Winkel 
ECS = dem Winke! GCM. Zur Bestimmung der Lage 
des Pniiktes S miiss maa daher die Seite CM und den 
Winkel GCjW des sphärischen Dreiecks GCÜ/ berechnen^'). 
§ 7. In dem sphärischen Dreieck GCM siud zwei Seiten 
CG = g, GM ^ P und der eingeschlossene Winkel 
MGC = t bekannt. Die Grundformel der sphärischen 
Trigonometrie ergiebt daher: 

cos CM^= C03(/ eosji + sin (7 sin v aos f., 

[136] und da ____^ 

CS = 2 tang i^CM) = ---^T^ ^ 2 |/ , ^ ^^^ ^^^ 

ist, so erhalten wir 



^V'c. 



cs = 

3r wird 22) 

tang G CM = 



- sin g sin v cos ^ 



)S (/ cos f 



eine Gleichung, die gleichzeitig die Tangente des Winkels 
ECS der Projection ergiebt. 

§ 8. Wir fällen jetzt von dem Punkte S der Projection 
auf die feste Gerade EF, auf der der Pol H liegt, das Loth 
SK und nennen die Coordinaten CX und SX resp. x und y. 
Dann ist 



daher 



2 sin CM 
T +COSCJ/' 



a C J/ ■ c os G CM _ 2 sm C'Jtf ■ sin G C 

1 + cos GM ' y — 1 + eos CM 



ind hieraus folgt 

^ = fang G GM = 
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ÄusBerdem ergiebt 


sich 


aus 


dev 


oben gefundeneu Gleichung: 


, 


,,s __ r'A'^ - 


4( 


1 - 




V <LO&fJ ^ 


sine sin^ CO! 


it] 



" 1 4- cos « cos y + sin ü sin g cos t 

Dam^t hat man zwei Gleichungen zur Berechnung der Co- 
ordinaten x und y. 

§ 9. Noch leichter kann man die Werthe dieser Co- 
ordinaten öireot auf folgendem Wege finden. Aus der Glei- 
cJiung: 

sin t : äin CM = sin GCM : sin v 
folgt 

sin CM • sin G CM = sin e ■ sin t . 

Mit Benutzung dieser Gleichung wird [die letzte Gleichung des 

§ ^]: 

^ ,, 8in G CM nn CM ■ sin GCM 

tang G CM = ^n ^-^,-. = -. — — — — r :; , 

003 G CM cos V sm g — sin ü cos y cos t 

mithin 

sin CM ■ cos G CM == cos » sin y — sin v cos g cos t 
und daher weiter 

2 (cos V sin ^ — sin v cos g cos t) 2 sin v sin t 

^"" TTc^^TC^^ ^' ^ ^ 1 + cos CjK ' 

Substiiuirt man endlieh für CM seinen Werth (§ 7), so er- 
bält man für die Coordinaten folgende Ausdrücke: 
2 (cos« sin (7 — sin!) cos ,(/ cos () 
1 + cos ;; cos g -\- ü\av sin g cos i ' 
2 sin V sin / 
'^ ~ 1 + cos « cos ^ + sin *.■ sin g cos t 
[I37J § 10. Setzt man in diesen Formeln »==0, so 
erhält man die Coordinaten des Punktes, den der Pol H in 
der Projection einnimmt. FUr denselben ist 

^ _ 2 s^n !? ^ 2 tang (Wi = C7Z, ?/ = . 
1 + cos^ "'^■'' ' ■^ 

Aucli den Ort des andern Poles kann man leicht angeben: 
man hat nur v =■ 180° zu setzen. Dadurch erhält mau: 
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Ist K (Flg, 5, 8. 41) dieser zweite Pol, 30 wird also 

Nimmt man ferner CB= CF^ 2, so wird EF der Durch- 
mesäer des Kreises, iunerhalb dessen die ganze Halbkugel, 
deren Mitte C ist, abgebildet wird. Der Durchmesser dieses 
Kreises ist = 4, d. h. doppelt so gross wie der Dnrchmosaer 
der Kugel. 

§ 11. Um in unserer ProjeetioE den Aequatoi zu er- 
mitteln, nehmen wir c = 90": dann stellen x und y die Co- 
ordinaten eines Punktes des Aequatora der Karte dar, und 
es wird 

— 2 cos Q cos t 2 sin t 

X = , V ^ — 

1 + sin ^ cos i ^ 1 -|- sm y cos i 

Ferner ergiebt die in § 8 aufgestellte Formel für x^ + J': 

^_ j 4(1 — sin ^ cos t) 

x-^y - - 1 -4_-i^-^--, -;- , 

nnd daher ist 



cos t = ■ 



'Ix sin y — [x^ -\- y^) cus g ' 
setzt man diesen Werth in die Gleichung für x, so erhält man: 



Es wird also 



und weiter 

y- + (2 tang g ■— x)"" =^- 



cos-v 



Daraus sieht man, dass der Aequator der Karte ein mit 

dem RadiuB — ^^— beschriebener Kreis wird. Um den Mittel- 
cosy 
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punkt dieses Kreises zu finden, trage man (Fig. 6) die Strecke 
CJ^= 2 tang^ auf der a.--Axe ab, wodurch J"X = 2 taagy — x 
wird ; und da 



sein mass , 



folgt, 



dass JS 
Dil 



^— wird, d. h. JS 
cos g 
Punkt J wird der 




bat eine conatante 
Mittelpunkt des dem 
Aeqnatoi entsprechen- 
den Kieisea, wobei CJ 
= 2 tang g ist Er- 
richtet man noch [138] 
in CdasLoth (7I> = 2, 
so wird [Winkel JD C 
s= g nnd daher] JD 

2 
= Man erhält 

cos^ 

also den Aeqiiator der Fig- f>. 

Karte, indem man um J 
mit JD einen Kreis beschreibt 

§ 12, Wir wollen jetzt auch die P aallelkieise unseiei 
Karte bestirameu. Dazn sollen, um die Rechnung ubeisicht- 
licher zu machen, zur Abkürzung folgenfJo Bezeichnungen ein- 
geführt werden; 

« = 2 sin y cos « , 5 = 2 cos g ain ci , 

t = 1 -|- cos y cos ß , d ^ %\-ag sin a , 



Hier ist der Buchstabe u an Stelle des früheren v gesetzt, 
so dass G den Abstand des betrachteten Parallelkreises vom 
Pole bezeichnet. Dann nehmen unsere Gleichungen die Form an: 



__ « — 6 cos if ^ 
Aua der ersten derselben folgt 



— Ad cos / 



uid nach Subatitution dieses Ausdruckes \ 
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d{e-{- ■lc)x + f>e~ iad 

.- + r = . — - ^,^„^ 

Drückt man «, b, c, d, e wieder durch g und a aus, so er- 
hält tuan : 

^ j 4:[x sin ff + cosg — cosa] 

3: +y — ToTJ'+iöi^ 

Bringt man diese Gleichung auf die Form 

„ , / 2 sin tf \^ 4 sin^a 



\cosff + eos « / (co3(? + cos k)^ 

so erkennt man, dass die Projeetion des betrachteten Parailei- 

kreiaes ein Kreis mit dem Radius — — ^^— — ist, dessen 

C03_9 ~\- cos a 

Mittelpunkt auf der Äxe EF in dem Punkte L liegt (Fig. 6, 
S. 45), dessen Abstand von C 

CL= 2 sin ff 

C03 ff 4- COS U 

ist. 

§ 13, Weiter wollen wir noch die Projeoüonen aller 
Meridiane suchen. Zunächst ist für i=0 auch »/=^0, d. h. 
die Gerade HK [Fig. 5j S. 41) stellt den Anfangsmeridian 
dar, Yon dem aus die Länge gezählt wird. Es sei ferner 
t = ß die Neigung des gesuchten Meridians gegen diesen 
Anfangsmeridian, so werden unsere Gleichungen 

2 (sin ff cos » — cos ^ cos ff sin v) 






- cos y cos u + cos /^ sin g s 
2 sin ß sin i> 



- cos g cos + cos ;i sin g sin o ' 
4 f 1 — cos ff cos o — cos ,S sin ff sin v] _ 
1 ~t- cos ff cos « -t- cos ;i sin ff sin » ' 
und aus diesen Gleichungen hat man v zu elimiuiren. Zu dei 
Zwecke dividiren wir die beiden ersten, so wird 
y sin ß sin v sin ß tang « 

a: sinff oosj) — cos^i cos^ siui' sinff — cosjS cosff tangü 
und daraus folgt 



tang )! = - 



■aß ^- y cos ß cos f/ 
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[139j § 11. Um diesen Werth möglichst bequem be- 
nutzen zu können, bilden wir ans den obigen Gleichungen 
zunächst die folgende: 

^ ^ 8 cos ^ cos t^ -f- 8 cos /^ sin g sin v 

1 + coä y cos M 4- cos f^ sin <j sfn v 
und dividiren dieselbe durch y\ dadurch ergiebt sich 



■1 — «•-?' 


4 COSJ 


eosc + 4 cosiJsinjsin» 


!/ 




sin ^ sin» 




4C0SJ 


-f~ 4 cos /? sin (/ tang ü 






sin/^ taug« 


Setzen wir hier a 
so wird 


n Steilo vo 


n tang (; den obigen Werth ein, 


4 — a' - 


-;/* -ly 


cos [i ^ <\x sin /)' cos ^ 


y 




Ssm/isinj 


und darans folgt 






»■ + y" - 


,4-i!'- 


cosf^ + 43: sin,tf c03</ 
sinff sinj 



Das ist ebenfaUs die Gleichung eines Kreises. Somit kann 
man schliessen, dass alle grössten Kreise, die man auf der 
Kugel ziehen kann, gleichfalls durch Kreisbogen auf der Karte 
dargestellt werden oder auch durch gerade Linien^*). 

§ 15. Um nun einerseits den Mittelpunkt, andererseits 
den Radius eines jeden Meridians unserer Karte zu er- 
mitteln , formen wir die eben gefundene Gleichung folgender- 



Wenn daher (Fig. 7, S. 48) wieder II und K die Pole der 
Karte sind, so dass [nach § 10] 

GH = 2 tang [\g) == , ^, ^"^ ^ , 
f •'^■'1 1 4- cos <; ' 

GE = 2 cotg (J,-^) = "_"°!„ ' 
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Leonhard Euler, 


mithin die ganze Strecke 


HK= . — , isjr=JL 


iät, se wild, falls die Mitte von BK i.l, 






siny ■ 




yy 




y / 


forner, da CX=i(; war, 




/ 


''--^^ + - 


H X 


/ ^ " ^ Erricliten wir in auf 
/ der Axe daa Loth 


Fig 
n[ul machen .YX 


7. pv 2 CO»;» 


sin ß sin ^ 
> OiV, so wild 


uad daher 


d. h. 


+ SU' = 


LW- + Äi' = NS' = . , - .-^- , 



iVÄ'' = 



u (^ sin j/ 

Man erkennt bieraua, dasa der Punkt iV der Mittelpunkt 
zu besehreibenden Meridians ist, sein Eadius aber = 



sin ß hva.g'' 

nnd genau dieselbe Länge bat A'^. Das muss anch der 
Katur der Sache nacb der Fall sein, da alle Meiidiane der 
Karte ja durch die beiden Pole gehen mllaaen^^). 



[140] Äljleitung dieser Projection ans den 
allgemeinen Formeln. 

§ 16. Es fragt sich jetzt, welche Form man der l''une- 
tion J [§ 2] geben muss, um die so eben erörterte Pro- 
jection zu erbalten. Zunächst erkennt man, dass höhere 
Potenzen [des Arguments] als die erste in ihr nicht vorkommen 
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können, weil sonst Vielfache der Winltel t und v auftreten 
würden. Sodann muss die in itede stehende Function ein 
Bruch sein, da sich fUr die Ausdiücke von x and y (§ 9) 
Brüche ergeben haben. Doshalb wollen wir {üt ^{z) folgende 
allgemeine Form annehmen: 

während wir für z die letzte der oben {§ 2] angegebenen 
Formen wählen, nämlich 

z = tang {-^v) ■ (cos t ± V — ■ 1 sin t) . 
Wir betrachten demnach die Function 

a + li tang ( }, c) ■ (cos f ± V^^ sin t) 
c + d tang [^ü) ■ (cos t±V—i sia t) 



und ersetzen darin tang (^») dareh — ■— 

dieselbe folgende Gestalt an: 

a(l 4- cos «) + A sin ^ ■ (cos t ± V"^^ a in t) 
c ( 1 -(- cos ») + rf sin V ■ (cos t ±: V — 1 sin () 

§ 17. Um die Rechnung öbersichtlieher zu 
schreiben wir den vorstellenden Bruch einfacher 

J{±SV—V 



dadurch nimmt 



P= a(l + eosü) - 
iJ = c{l -I- cos«) - 



ist. Dann haben v 
drücke : 



b iiuv coat, Q = i sin« sin i, 

/ sin w cos # , Ä = (? sin v sin £ 

■ für die Coordinaten «, y folgende Aus- 






It-{-SV^l 



M- 



QV—J. 
's V^l ' 
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Auä diesen ergiebt sieh 



§ 18. Setzen wir min an Stelle von P, Q, R, S wieder 
ihre Wertbe, so erhalten wir für den gemeinsamen Nenner 

JS' + Ä^ = c-(l +cos«)^+2c</(l+cosü)slnueos(+rf*8in'i^ 
= [I +003«) [(1^(1 + 1^031!)+ 2c(^sin!)C03i + d*(l — cos»)]. 
[141] Ferner werden die Zähler von x und y: 

PE + a« 

= (l+co3«)[ttc(l + eos?;)+(öc + W)sinücoS(! + M[l--coac)j, 

QR — PS = {i +cosi;) [bo — ad] sine sin(. 
Somit erhalten wir für die Coordinaten folgende Ansdrtteke: 

_ 2ac{l +eosp} + 2[^'C + ad)^mvv,(3st + "IhdjX — cosi:) 
c°(l 4- cos») -H 2crf sin« cos i + rf^{l — cos c) ' 
2 {hc — ad) sinü sin t 
^ ^~ c^{\ -|- cos v] 4- 2cd sin»; cus i + {^^(1 — cos c] 

§ 19. Vergleichen wir diese Formeln mit denen, die wir 
oben (§ 9) gefunden hatten, nämlich 

1 (cos V sin g — sin t cos (/ cos t] 
1 -|- cos ]! cos g + sin t sin i/ cos i ' 
2 sin V sin / 
^ "^ 1 + cos cos g -\- sin ü sin g cos ^ ' 

so sehen wir, dass die letzteren der Form nach mit den 
ersteren lihereinstimmen ; nnd man kann nnn leicht die Werthe 
ermitteln, welche man den Constanten a, b, c, d beilegen 
mnas, um die üebereinstimmung zu einer vollständigen zu 
machen. Damit zunächst die Nenner identisch werden, muss 

c^ -\- d^ ^ \ , c- -^ d- ^ cos g, 2 cd ^ sin g 

sein. Aus den beiden ersten dieser Gleichungen ergiebt sich 
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und die dritte Gleichung wird von selbst erfüllt, da 

2 c rf = 2 sin (^ff) cos (^-y) = sin ff 
ist. Damit die Zähler der beiden Ansdrileke für x identisch 
werden, ist erforderlich, dasa 

ac -\- bd = , ac — hd = siB(/, bc -\- ad =^ — eosy 

wird, oder, falls ma.n die oben gofandenen Werthe von c nnd (/ 
substituirt: 

a cos(^<?) + b sin(|y) = 0, « cos (1;/) — b 3in(is') =- sinr?, 

b cos(-|i/) + « sin(^j7] = — cos(/. 
Die beiden ersten dieser Gleichungen ergeben 

sin ff . ,, , — alan ,, , 

" = rwfej--ii''^ '=2in^ = --'•;')■ 

nud diese Werthe genügen von selbst der dritten Gleichung. 
Es erftbrigt [142) daher nur noch, zu untersuchen, oh ver- 
möge der gefundenen Werthe auch die Zähler der beiden 
Ausdrücke für y dieselben werden. Dazu ist erforderlich, dass 

wird. Nun geben unsere Werthe aber 5c = — cus^ [-^i/ , 
ad = ain^ i^ff), mithin wird 

bc — ad ^ — \. 
Beachtet man noch, dass man die positive und negative Eich- 
timg jeder Coordinatenase vertauschen kann, ao sieht man, 
dass die Uebere in Stimmung eine vollständige ist. 

§ 20. Aus den vorstehenden Erörterungen erkennt man, 
dass unsere allgemeinen Formeln auf die in Rede stehende 
stereographisehe Projection geführt haben würden, wenn wir 
für die Function ^{z) von vorne herein die Form angenommen 
hätten : 

j lA = 3in(^ff) — zco3(^g) ^ tang [y] — z 
cos {y) + 2 sin [ 1 ^) 1 + s tang {\ g] 
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Uebi'igena mag Lier bemerkt werden, dass diese Art der Pro- 
jectioD für die praktische Auwundung, welche die Geographie 
erfordert, ausserordentlich zweckmässig ist, da sie die wahre 
Gestalt der einai^luen Gebiete der Erde nicht stark verzerrt. 
Am wichtigsten ist jedoch, daas bei dieser Projeotion nicht 
nur alle Meridiane and Parallel kreise durch Kreise oder sogar 
durch gerade Linien dargestellt werden, sondern dass auch 
iJIe auf der Kugel beschriebenen grössteo Kugelkreise in 
Kreisbogen oder gerade Linien «bergehen, während andere 
Annahmen, die man etwa betreffs der Pnnotion z/ machen 
kftnnte, gerade diesen Vorthcil nicht besitzen würden'^"). 
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lieber die De Lisle'sche Kartenprojeetion 

and ihre Anwendung an[ die Gesammtltarte 

des russisclien Reiches."' 

(De prüjectioBe geographica De Lisllana in tnapp;i generali 
imperii russici naitata.) 



Leonhard Euier. 



oMDCCLXSVII, 



§ I. Als vor längerer Zeit erwogen wurde, welche Art 
der Projection man für die Gesammtkarte des ruäsischeu 
lieichea benutzen solle, bot sich zuerst die stereographische 
Projection dar, mittelst dereu man die beiden Erdb albkugeln, 
die von Irgend einem Orte aas als obere und untere ei- 
scheinen '^), darzustellen pflegt. Denn hei dieser Darstell nngsart 
werden nicht allein alle Parallelkreise von den Meridianen 
senkrecht geschnitten, sondern es werden auch die kleinsten 
Theile der Karte den entsprechenden Theilen der Kugelfläehe 
ähnlich. In der That hat damals ein vortrefflicher Geograph, 
der Wittenberger Professor Hasius, hei dem Entwarf einer 
Gesammtkarte des genannten Reiches diese Art der Projection 
angewandt ^'^). 

§ 2. Doch traten in diesem K arten entwnrf bald zwei er- 
hebliche üebelstände hervor, die ihn als unzweckmässig er- 
scheinen Hessen. Einmal sind auf dem mittleren Meridian die 
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Breitengrade za ungleich sie sind in der Nähe des Aequators 
nur halb so gross wie an den Polen ^"j. Daraus entstand fltr 
unsere Karte der grosse UebeUtand, dass für die Gegenden am 
Rande der Karte derMaaasstab ein viel grösserer ■war als für die 
in der Mitte der Karte gelegenen. So würde einem die Karte 
Betrachtenden z. B. die Provinz Kamtschatka fast viermal so 
gross erscheinen, als eine Provinz von derselben Grösse in der 
Mitte der Karte. [144] Dem gegenüber erschien es bei der Con- 
struction einer aolchen Karte vor Allem erforderlich, dasa Ge- 
biete von gleicher Grösse auch auf der Karte gleiche Flächen ein- 
nehmen, gleichgültig, welchem Theile der Karte sie angehören. 

§ 3. Der zweite Uebelstand bestand darin, dass bei dieser 
Projectionaart die Meridiane sich von der Mitte nach dem 
Rande zu immer mehr krümmen, so dass die äusseraten 
Meridiane sogar durch Halbkreise dargestellt werden. So 
würden z. B. in der Provinz Kamtschatka alle Meridiane als 
ziemlich stark gekrümmte Kreisbogen erscheinen. Wenn nun 
Jemand diesen Theil aus der allgemeinen Karte heraus- 
schneiden oder abzeichnen würde, um daduich eine Specialkarte 
jener Provinz zu erhalten, so würde letztere Karte sehr uii- 
zweckmässig sein und den Regeln, die man gewöhnlich bei 
der Construction geographischer Karlen befolgt, durchaus 
nicht entsprechen. Aber gerade das war der wesentlichste 
Zweck der Karte, dass aus ihr alle Speeialkarten durch blosses 
Abzeichnen, ohne jede weitere Reduction, erhalten würden, 
und dass dieselben dabei die Übliche Gestalt hätten. 

% 4. Nachdem aus den angeführten Gründen die in Rede 
Stehende Projection verworfen war, wurde die Projection einer 
Prüfung unterzogen, mittelst deren man gewöhnlich die nörd- 
liche und südliehe Halbkugel darstellt. Aber obwohl hier alle 
Meridiane dnrcb gerade Linien wiedergegeben werden, die im 
Poie zusammenlaufen, und dadurch der eine der obigen üebel- 
stände vermieden wird, so musste doch auch dieae Projection 
verworfen werden, weil auf allen Meridianen die Breiten- 
grade zu ungleich sind, nämlich am Pol nur halb so gross 
wie am Aequator, während doch gefordert wurde, dass der 
Maassstab überall auf der Karte derselbe sei und die wahre 
Grösse der einzelnen Provinzen bei einem Bück auf die Karte 
richtig geschätzt werden könue. 

§ 5. Man musste daher eine andere Art der Projection er- 
sinnen, bei der erstens alle Meridiane durch gerade Linien darge- 
stellt würden, auf welchen auch alle Breitengrade dieselbe Grösse 
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erhielten, und bei der zweitens alle Meridiane die Paraliel- 
lireise unter rechten Winkeln schnitten. Da es indessen auf 
diese Art sicher nicht [145] zn erreichen ist, dass die Grade 
der Parall eilt reise zn den Meridiangraden Überall in dem rich- 
tigen Veihältaiäs stehen , in dem nämlich , das sie anf der 
Kugel wirklich haben, so schien es gerathen, lieber die letzte 
Forderung nicht genau zu erfüllen, als auf die vorerwähnten 
Vortheile zu verzichten. Hier erhob sich nun die äusserst 
wichtige Frage: wie mässen die Meridiane und Parallel kreise 
der Karte beschaffen sein, damit daä Verhältniss der Längen- 
und Breitengrade zu einander von dem wahren Werthe, den 
dasselbe auf der Kugel hat, möglichst wenig abweicht? Und 
zwar soll die Abweichung, die man nun einmal in den Kauf 
nehmen musa, falls man die oben erwähnten Vortheile erhalten 
will, so gering sein, dass man die Fehler kaum bemerken kann. 

§ 6. Diese Forderung war ein berühmter Astronom und 
Geograph jener Zeit, De Lide'^% dem die Anfertigung einer 
solchen Geaammlkarte zuerst ilberlragen war, dadurch zn er- 
füllen bestrebt, dass er auf zwei besonders bemeikenswerthen 
Parallel kreisen das Verhältniss zwischen Längen- und Breiten- 
graden dem wahren Verhältnisse genau gleich machte. Er 
war der Ansicht, dass, wenn die genannten Parallel kreise so- 
wohl von dem mittleren Parallelkreis der ganzen Karte als 
von den am äussersten Eande gelegenen gieiche Abstände 
hätten, die Abweichung nirgends erheblich sein könne. Hier 
fragt es sich nun, welche beiden Parallel kreise „ 
zweckmässigerweise auszuwählen sind, damit auch 
die grössten Abweichungen, die überhaupt ent- 
stehen können, so klein wie möglich werden. 

§ 7. Es sei (Fig, Z] AB ein Theil irgend 
eines Meridians, der durch das russische Keich 
geht, und zwar sei Ä der stidlichste, B der 
nördliobste in Betracht kommende Punkt des- 
selben. Die Breite von A sei ^ a, die von B 
-^ b; es wird somit nahezu a = 40°, b = 70". 
Ferner bezeichne Ö die Länge eines Grades auf 
allen Meridianen, endlich seien F und Q die 
Punkte, für welche die Längen- und Breiten- Fij>', 8, 

grade ^n riebtigem Verhältniss zu einander 
stehen, und es sei p die Breite von P, q die von Q. D: 
die Grade irgend eines Parallelkreises der Kugel zu dei 
Meridiangraden sich verhalten wie der Cosinus der Breite zn 1 
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so inus3 an der Stelle P ein Längengrad die Grösse Pp 
= 6 008^ lind an der Stelle Q die Grösse Qg ^ d cos j 
liaben, [146] und zwar kann man die kleinen Linien Pp, Qq, 
obwohl sie in WirklicLkeit Kreisbogen sind, als gerade Linien 
ansehen, die auf dem Meridian AB senkrecht stehen^'-'). 

% 8. Man ziebe jetzt durch die Pankte p nnd q die 
Gerade pqO, welche den Haiiptmeridian ^ Ö in schneide. 
Diese Gerade Oqp stellt den nächsten Meridian dar, dei' von 
dem Hanptmei'idian um einen Längengrad absteht; nnd anf 
gleiche Weise können von dem Punkte aus die übrigen 
Meridiane leicht gezogen werden. Zur Bestimmung des 
Schnittpunktes haben wir die Proportion 

[Pp — Qq) : PQ = Pp : PO , 

d [cos^J — cos j) : ^ — p = ä cosp : PO , 
mitüin 

PO = fy — P) <"^s /> _ 
Dosp — COS q 
Nimmt man etwa p :=: 50", y = 6U°, so findet man den Ab- 
stand PO = 45°!'. Da nun der Punkt P vom Aequator 
um 50" absteht, beträgt der Abstand dos Punktes O vom 
Aoquafor 95°!'; liegt daher jenseits des Erdpolea in einer 
Entfernung von 5"!' von letzterem. 

§ 9. Da hiernach jener Punkt 0, in dem alle Meridiane der 
Karte sich schneiden, von dem wahren Erdpole, von dem auf 
der Kugel alle Meridiane ausgehen, verschieden ist, so würde 
für solche Gebiete, die dem Pole sehr nahe liegen, ein ganz 
verkehrtes Bild entst-ehen. Indessen brauchen auf einer Ge- 
sammtkarte des russischen Reiches keine Gebiete jenseits des 
70, Breitengrades dai'gestellt zu werden. Falls daher nur für 
diese Breite der Fehlei' kein sehr gi-osser ist, ist jene Ab- 
weichung ohne Bedeutung. 

Hat man den Punkt gefunden, so beschreibe man von 
ihm aus mit dem Radius OP einen Kreis, ti'age auf dem Um- 
fang desselben gleiche Stücke von der Länge öcosp ab, d.h. 
Stfloke, die gleich der wirklichen Länge eines Grades dieses 
Parallelkreises sind, und ziehe dann von nach den ein- 
zelnen Theilpunkten gerade Linien, so bilden diese die Meri- 
diane der Karte. Ferner erhält man die Parallolk reise der 
Karte, indem man um Kreise besehreibt, deren Eadien um 
je einen Meridiaagrad unterschieden sind. Für die beiden 
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Breiten 7; und q iat dann von '^elbat das VerLlltnisa mn 
Längen- und Breitengraden d'js iichtige 80 kinn man dis 
Gradnetz der Gesammtkarte leicht constimien, und diim die 
einzelnen Orte , resp. Provinzen «nzuti ^gen bietut keine 
Schwierigkeit weiter dar. 

[147] § 10. Wir wollen nunmeir voi Allem sehen, wie 
sehr diese Darstellung in den äu&sei-'ten Punkten A und B 
der Karte von der Wirklichkeit abweicht Es sei Aa ein 
Grad des duich -i, Bb ein Giid des duich B gehenden 
Parallel kl eiaea Diese Linien mUsafen eigentlich die Lingen 
d cos a lind d (os h haben. Um die Gio^se zu linden die sie 
wirklich aut der Karte haben, bestimmen ^11 den Winkel 
BOp, der einem lAngongrade entspiicht Dei^ieloc ist 
__ Pp 1) ''eoa p — cos q] ^ ces p — ■ cos q 



— ^ q-~p 

da (5 ^ 1" ist. Diesen Winket wollen wir der Küi 
mit (j bezeichnen, also 

^ d {cosp — cos y) 



! halber 



setzen. Kehmen wir, wie oben, p = 50", q= 60° so wird 
jener Winkel POp ^ w := 49' 6". Bei Berechnung des- 
selben iat zu beachten , daas die Differenz g ■ — p nicht in 
Graden, sondern in Theilen des Radius auagedrückt werden 
muaa, und zwar ist, nebenbei bemerkt, ein örad = 0, 01745329. 
Aus dem Voratetenden ergiebt sich, dasa die Winkel w, 
welche die einzelnen Längengrade bei O mit einander bilden, 
etwas kleiner als ein Grad sind^*). 

§ 11, um die Frage allgemein zu behandeln, bezeichnen 
wir jenen Winkel, der einem Grade entspricht, mit co, also 
_^ ö [cos p — cos g] _ 

'" " 'J — p 

und da hier p nnd g in Graden ausgedrückt sind, muas man 
die Differenz q — p mit 0,01745329 multipUeiren, einer Zahl, 
für die wir der Ktlrze halber « schreiben wollen, so dass 
d [coajo — cos (/■ 





«Il-P) 




id Muri 


n ist d= 1° zu setzen, wenn wir w 


in Graden 


/ollen. 


Ausserdem wollen wir annehmen. 


dass der 
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Abstand dea Punktes von dem Pole, jenseits dessen er liegt, 
z Grade betrage. Da der Abstand des Panktes P vom Pole 
= 90° — -p ist, so wird sein Abstand von = 90° — p + ä, 
also in Theilen des Radius = a {90° — ■ p -\- z). Für dieselbe 
Strecke ist vorher gefunden 

cos/. — cos 2' 

und zwar ist dies die Länge von PO, in Graden ausgedrüekl. 
Diese Länge niuss also = 90° — p -H 2 sein, woraus 

,^ '1-"^ '" £-,>' + ,, 

COS p — cos j 
folgt. 

§ 12. Weiter ist der Abstand des Panktes A vom Pole 
^ 90° — a, daher die Strecke ^0 = 90° — « + 2 und 
in Theilen [148] des Eadius = a (90° — « + 2). Diese 
Strecke giebt, mit co multiplicirt, die Länge des Grades Aa; 
diese Länge wird demnach^^) 

(^ (coap — co3 7)(qn" — » + 1 
q—p 

während ihre wirkliche Glosse () cos a sein mussle. Die Diffe- 
renz zwischen beiden Werthen giebt den Fehler der Karte 
im Endpunkte A an. Ebenso wiid am andeien Ende B ein 
Grad eines ParaSlelkreises dei Kiite 

_ (5(90° — b + e){(iosp — cosg) 



während die Länge dieses Grades in Wirklichkeit = iJ cos ö 
ist. Die Differenz zwischen beiden Werthen ergiebt den 
Fehler der Karte am Ende B. 

% 13. Zunächst wird mau nun zweckmässiger Weise die 
Lage der beiden Zwischenpunkte P, Q so bestimmen, dass 
die Fehler an den beiden äussersten Enden A, B einander 
gleich werden. Das giebt die Gleichung: 

(90° — « 4- s) (cos^ — cos 17) 
q — p 

(90" ö + 2) fcOS P — cos (/; , 

=^ ' ■-' i COS , 

q—p 
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(« — 5) [cos^ — coiq] + {q — p CCS« — cus i) = Ü . 

i; 14 Znr Eileichterang nnseiei Lntersuchung wollen 
wir in Stelle dei Gröiben p und q die in Graden gemessene 
Sliecke j, um die dei Pnnkt O ubei den Pol hinaus liegt, 
in die Eechming emtuhien, tempi den Winkel w, der im 
Pttnkte den einzelnen Längengiaden entapriobt, oder den 
zwei benachbarte Meridiane, die anf der Erde um einen Grad 
von einander abstehen, anf der Karte mit einander bilden; 
und zwar wollen wir annehmen, dass auch dieser Winkel m 
in Graden oder in den Üblichen Theilen eines Grades aus- 
gedrückt ist. Dann können wir 0=1 setzon, und es 
wird die Länge des Grades eines Parallelkreiseä in 
A = a{m° — a-\-z]iü, in ß dagegen = a{QO°—b + z)w. 
Da die wirkliche Länge dieser Grade cos a , resp. cos b ist, 
90 ergiebt die Bedingung, dass die Fehler in A und B ein- 
ander gleich seien, die Gleichung: 

[149] u (90" — ß + 2) w — cos « = a (90°— i + ^) (^ — cos /- , 

and diese lässt sich auf folgende rediiciren: 



cos a — cos // 



„(6-.! ' 
und zwar ist dieser Werth in Theilen eines Grades ausgedrückt. 
§ 15. Nachdem wir die Feiiler der Projection an den 
äusseraten Punkten A und B einander gleich gemacht haben, 
wollen wir es so einrichten, dass diese Fehler ausserdem dem 
grössten Fehler gleich werden, der innerhalb der Strecke AB 
auftreten kann. Der grösste Fehler liegt nun in der Mitte X 

von AB^'^), einem Punkte, dessen Breite s= — - — ist, woraus 
sich die Grösse des Fehlers 



ergiebt. Doch bat dieser Ausdruck das entgegengesetzte Vor- 
zeichen wie die entsprechenden Ausdrücke in A und B; und 
man muss daher sein Vorzeichen umkehren, d. h. den Ausdruck 
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beti'achteii. Setzt man diesen den beiden Fehlern i 
B gleich, so erhält man die Gleichungen: 



§ 16. Die Gleichheit der Fehler in A nnd B hatte i 
schon die Gleichung 



geliefert. Setzen wir diesen Werth in die erste der beiden 
vorstehenden Gleiehnngen ein, so ergiebt sich: 

(ISO" — .^ft — -J5 + 2«) Icosa — cosö) « + ö 

^ ^y ^ = cosa 4- coä — - — 

oder 

I80° — fa-~|5 + 2a^ - -~ " ■ , [cos it + cos --^ , 

und hieraus folgt unmittelbai' der Abstand 2 z. 

§ 17. Wir wollen dies Kesultat nun auf die Karte des 
ruasiaohen Keiebes anwenden. Da hier a = 40°, b = 7ü°, 

also - - — = 55° ist, so haben wir [150J zunächst für den 
Winkel w die Gleichung: 

^ cos4n" — cosTO" _ Ü,424Ü243 
'" "^ Wä ^ 0,5235987 ' 

woraus man tj = 48' 44" findet. Weiter giebt die vorletzte 
Gleichung des § 15: 

ß[85° + 22) w = cos 40" + cos 55" = 1,33962, 



md da 



0,42402 

= -■ = 0,0141 

30 ' 
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§ 18. Wir liatten vorher angenommen, dass der grösste 
Fehler auf die Mitte der Strecke AB fällt. Da dies nicht 
genau znzutreiFen brancLt, wollen wir nunmehr den Punkt X 
bestimmen, in dem der Fehler am grSasten ist. Bezeichnet x 
die Breite von X, so ist der Fehler dort 



und das Differential dieses Ausdrucks nniss verschwinden. 
Bei der Bildung dieses Differentials darf man ja nicht, wie 
gewöhnlich, deoäx = — aioxdx setzen, da a; hier in Graden 
aasgedrückt ist; vielmehr wird hier deosx gleich — sin a:, 
mnltiplicirt mit dem Differential des in Graden ausgedrückten 
Bogens, der seinerseits = ax ist. Demgemäss haben wir 
hier zu setzen^*): 

d cosx = — sin x - adx , 
und die Bedingung, d^s das Differential des obigen Aus- 
drucks ver.^chwindet, giebt daher 



: oben gefundene Bruch 

cos a — cos ö 



Ist, der in unserem Falle = i'cöycno^ '^'' I^ißser Bruch 

igt =sin3', woraus sich x = bi° i' ergiebt. Der Punkt X 
fällt daher nicht genau in die Mitte von AB. 

§ 19. Nach Ermittelung des Wertheg von x haben wir 
für den Fehler an dieser Stelle: 

c (90" — X "1- i}tt> — cosa:; 
sein negativer Werfh muas dem Fehler in A, resp. B gleich 
sein. Das giebt die Gleichung 

ß(lSO° — rt — X + izlco := nosa + CQSx; 

und hieraus ist der Werth von s zu berechnen. Da :c = 54i'g- 
iät, so folgt 
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während w = 0,S09827I) eines Grades, d. li. 
cj = 48' 44" 

[151] § 20, Wir wolle» jetzt noch sehen, wie gross 
jener Maximal fehler an den Stellen A, B, X wird. Zu dem 
Zwecke berechnen wir den Fehler in A\ derselbe ist 

avj (90° — a + z\ — cos« = 55cu — 0,7660444 
= 0,00946, 

da ßw = 0,01410 wav^'']; d, h. während ein Grad auf dem 
Pai'allclkreis von A die Lauge = 0,7 66ii4 hat, ist derselbe auf 
der Kart; etwas grösser, nämlich = 0,77550, Obige Zahl stellt 
den Felller dar, ausgedrückt in Theilen eines Meridiaugrades, 
und da auf einen solchen Grad 15 Meilen geben, beträgt der 
Fehler 0,i4190 Meilen, d. h. ungefähr den siebenten Theil 
einer Meile oder eine rnthenische Werst. An dem Ende 5, 
d. h. in der Breite 70'*, wo ein Grad des Parailelbreises die 
Länge 0,34202 hat, beträgt jener Fehler nur den 38. Theil 
der ganzen Länge; ein solcher Fehler ist in jener Gegend 
zulässig. 

§ 21. Zur Constrnction der Karte des rassischen Reiches 
wird man hiernach am zweck massigsten zunächst einen Punkt 
O festlegen, der auf dem Meridian BA jenseits des Poles 
liegt und von demselben einen Abstand von 5 Graden hat. 
Auf AB denke man sich dann die einüelnen Breitengrade in 
gleichen Abständen aufgetragen und durch die Theilpunkte 
Kreise beschrieben, deren Centrum ist: diese Kreise stellen 
dann die Parallelkreise der Karte dar, während die Meridiane 
durch gehende gerade Linien sind, die in einen Winkel 
von 48' 45" mit einander bilden. Demgemäss hat, da OA 
= 55° ist, auf dem durch den Endpunkt A gehenden Parallel- 
kreise ein Längengrad die Grösse 55ccj ^ 0,77550; d. h. 
ein solcher Grad verhält sich zu einem Grade des Meridians 
wie 0,77550 : 1. Diese Theiinng kann man leicht ausführen^"]. 

§ 22. Da auf unserer Karte alle Meridiane durch gerade 
Linien dargestellt werden, werden auch andere grösste Kreise, 
die man auf der Kugel gezogen denkt, nicht erheblich von 
geraden Linien abweichen^'). Der Aeqnator würde ein Kreis 
mit dem Centrum und sein liadius 95" werden; die ein- 
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zelnen Grade des Äeqaators wUrden daher die Länge 95o£u 
= 1,33950 haben, atatt dass sie den Meridiangraden gleich 
wären. Da aber der Aeqtiator nicht mehr auf nnsarer Karte 
liegt, macht der eben erwähnte Fehler nichts ans. Wir wollen 
jetzt noch zusehen, um wie viel grösste K.ngelkreise, die wir 
auf der Karte zeichnen, von geraden Linien abweichen. 

[152] § 23. Zur Erleichterung dieser Untersuchung denken 
wir uns den mittleren Meridian AB (Fig. 9) einerseits bis 
zum Punkte 0, andererseits bis zum 
Aeqnator verlängert, und zwar möge o 
er letzteren in E treffen, so dass .r" 
AE = 4Ü" wird, AB = 30" nnd 
B0 = 25°. Der Pol liege ferner ^ 
in 7C, wo Ott = 5° ist. Der um , 
O mit OE besobriebene Kreis stellt ^ 
den ausserhalb der eigentlichen -^ 
Karte liegenden Aeqnator dar. Auf 
letzterem nehmen wir einen Bogen 
EF, der 90° Längondifferena ent- 
spricht, und dessen Centriwinkel . 
daher EOF= 90° ■ w = 72" 53' 
ist , während die Strecke O F 

ebenfalls = 95'* ist. Dieser Punkt F ist der gemeinsame 
Schnittpunkt aller grössten Kugelkreise, die senkrecht zn un- 
serem Meridian AB gezogen werden können^^). 

§ 24. Wir wollen nun einen grössten Kugelkreis con- 
strniren, der auf ..4Ü senkrecht steht und durch einen beliebig 
angenommenen Punkt Z zwischen A und B gebt. Die wahre 
Gestalt der diesem Kreise entapre eben den Cnrve wird vuii 
einer transcendonten Gleichung abhängen; doch wird diese 
Curve nicht merklich von dem Bogen eines Kreises abweichen, 
der durch die Punkte Z und F geht und in Z auf der Ge- 
raden AB aenkreclit steht. Um die Krümmung dieses Kreis- 
bogens ZF zu ermitteln, fälle man von F aus das Loth FG 
auf OE, so ist 




FG = 



■ cos 72"33' = 27,96024, 

■ sin Ta^SS' ==r= 90,79221 . 



s sieht man, dass die Gerade FG seibat einen Quadranten 
dines auf ^B senkrechten grössten Kugel kreises darstellt, und 
da FG sehr nahe gleich 90 Meridiangtaden ist, so wird längs 
desselben die Karte kanni eine Verzerrung habensa). Wenn 
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mau dagegen durch den Endpunkt jä einen zu AB senk- 
rechten grössten Kugelkieis zieht, so wird sein Bogen AF 
etwas grösser als die Gerade FG. Indessen ist der Fehler 
nicht allza erheblich. Denn der Badius eines solchen Kreises 
wtlrde 165°9477 betragen, also so gross sein, dass seine 
Krümmnng auf der Karte kaum wahrnehmbar [153] wäre. 
Um so weniger wird dies für die andern der in Rede stehenden 
grössten Kugelkreise der Fall sein; alle werden sich von ge- 
raden Linien nur wenig unterscheiden. 

§ 25. Wätö hier betreffs der grössten Kugelkreise gesagt 
ist, die auf dem mittleren Meridian AB senkrecht stehen, 
gilt in gleicher Weise von allen grössten Kreisen, die andere 
Meridiane senkrecht durchschneiden. Daher hat man bei 
einer derart entworfenen. Karte den ausserordentlichen Vor- 
theil, dass gerade Linien, die von irgend einem Punkte nach 
einem anderen gezogen werden, ziemlich genan giössten Kreisen 
der Kngelfläche entsprechen und dahej die Abstände irgend 
welcher auf der Karte gelegenen Orte ohne eiheblichen Fehler 
mit HOlfe des Zirkels gemessen werden können. Dieser wich- 
tigen Eigenschaften wegen verdient die eiorterte Piojection 
fttr eine Geaammtkarte des russischen Reiches den Vorzug vor 
allen andeni, obwohl sie, streng genommen, nicht wenig von 
der Wirklichkeit abweicht. 
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Allgemeine Bemerkungen. 

Hinsichtlich dea Lebensgangea und der wissenschaftlichen 
Bedeutung Euler''& verweisen wir auf das in Heft 73 der 
Klassiker, S. 55 — 57, Gesagte. Doch aei hier noch auf ein 
neues Verae lehn i SS YfmEuler'^ sämmtlichen Abhandlungen [Index 
operum Leonard! Euleri, oonfeetus a Joanne G. Hagen S. J., 
Berolini, Felix L, Dames, 1896] aufmerksam gemacht, das 
erst nach dem Eiseheinen des Heftes 73 veröffentlicht ist. — 

Das vorliegende Heft bildet eine Ergänzung zu den Heften 
54 und 55 der Klassiker; mit diesem Hefte enthält die Samm- 
lung die wichtigsten Arbeiten über die mathematische Theorie 
der Kartenprojection ans dem Ende des vorigen und dem An- 
fang dieses Jahrhunderts. Der Zeit nach fallen die hier zum 
ersten Male in deutscher Uebersetznng veröffentlichten Arbeiten 
Muler's zwischen die dasselbe Thema behandelnden Abhand- 
lungen von Lambert (1772, cf, Heft 54) und Lagrange 
(1779, cf. Heft 55). lieber Lambert geht Euler in mehr- 
facher Beziehung hinaus. Beide fassen den Begriff »Abbil- 
dungi in allgemeinerem Sinne auf, als es bis dahin geschehen. 
Während jedoch der Erstere, von speoiellen Abbildungen aus- 
gehend, erst allmählich auf die Verallgemeinerung geführt 
wird, stellt Euler den allgemeinen Begriff au die Spitze (cf. 
§ 1, 8. 3), und daher ist bei ihm der Ansatz der Aufgabe 
von vorne herein ein viel allgemeinerer. Beide Autoren 
stellen die wichtigen Priuoipien der Winkeltreue (Conformität) 
einerseits, der Flächentreiie andererseits auf; beide entwickeln 
ans dem ersten dieser Prinoipien die allgemeinen Formeln für 
die conforme Abbildung. Während aber Lambert mit diesen 
allgemeinen Formeln nichts anzufangen weiss, sondeni bei 
jeder Art der Abbildung specielle Ansätze, resp. Methoden 
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benutzt, leitet Euler aus den allgemeinen Formeln die 
specieüen Resultate für die versehiedenen Arten der stereogra- 
phiächen Projection her. Auch in der Behandlung der flächen- 
trenen Abbildung geht Euler, sowohl was den Anaatz, als 
waa die Resultate betrifft, Über Lambert hinaus. Mimmt man 
dazu die gröasere Eleganz in den analytischen Entwickelungen, 
so erkennt mau, dasa Euler^s Arbeilen, Öle ilbrigens keinerlei 
Angaben über die frühere Litteratur enthalten, einen wesent- 
lichen Fortschritt gegenüber denen Lamberts zeigen. Lagrange 
freilieh führt die Aufgabe weiter als Euler, in so fern er einer- 
seits die conforme Abbildung beliebiger Rotalionsfläehen behan- 
delt und andererseits die allgemeinste conforme Abbildung ermit- 
telt, bei der den Meridianen und Paralle^eisen jener Flächen 
Kreise der Karte entsprechen. [Auf die T wmKSI treue Abbildung 
geht Lagrange überhaupt nicht ein.] Immerhin bilden Euler'ä 
Untersuchungen eine wichtige Vorarbeit zu denen von Lagrange 
und sind fflr die Entwickelung der Theorie von erheblicher 
Bedeutung gewesen. Ihre Veröffentlichung in der vorliegenden 
Sammlung dürfte um so mehr gerechtfertigt sein, als die Acta 
der Petersburger Akademie, in denen sie erschienen sind, nur 
Wenigen zugänglich sind. Diesem Umstände ist es auch wohl 
zuzuschreiben, dasa aie nicht ao bekannt sind, wie sie es ver- 
dienen. So erwähnt z. B. Jacobi in seiner nach gelassenen 
Arbeit über die conforme Abbildung des dreiasigen Ellipsoids 
(f. G. .7. Jacobis Gesammelte Werke, Band II, Berlin 1882, 
S. 399) zwar Lambert und Lagrange, aber nicht Euler. 

In der vorstehenden Darlegung des Verhältuissea der Euler- 
sehen Arbeiten zu denen von Lambert und Lagrange ist 
eine kurze Inhaltsangabe der beiden ersten der vorliegenden 
Abhandlungen enthalten. Eigenartig ist die dritte Abhandlung; 
sie entwickelt die Gesichtspunkte, die bei der ftir die grosse 
Karte des russischen Reiches benutzten Projection, der soge- 
nannten De Lisle'sehen, besser Mercator'scheo (vgl. die fol- 
gende Anmerkung 27), in Frage kommen, und erörtert, wie 
man die Fehler einer derartigen Karte möglichst verringern 
kann {vgl. § 6, S. 55). Diese dritte Abhandlung wird daher 
mehr den Geogi'apheu, der die praktische Anwendung im Auge_ 
hat, intereasiren, während die beiden ersten hauptsächlich für 
den Mathematiker wichtig sind. 

Die Originaititel der drei Abhandlungen, sowie die Stelle 
der ersten Veröffentlichung sind oben bei den einzelnen Titeln 
angegeben; auch die Seitenzahlen des Originals sind der 
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IJebersetzuHg beigefügt. Die Eintheilung des Originals in 
Paragraphen ist beibehalten; nur in der Bezeichnung der 
Piiragi'aplien rnnaste eine Aendeinng vorgenommen werden 
x(vgl. Aninerkiing 5). Die Uebersetzung ist nicht llberall wort^ 
getreu, sondern es wurde mehr Gewicht darauf gelegt, den 
Sinn wiederzugeben. Einzelne der grösseren Deutlichkeit wegen 
gemachte kurze Zusätze [z.B. S. 5, 8. 12 Mitte, S. 16 unten, S. 28 
unten etc.) sind als solche dadurch gekennzeichnet, dass sie 
in eckigen Klammern stehen. In den Formeln des Originals 
findet sich eine grössere Zahl von Druck fehlem, die hier ver- 
bessert sind ; diese einzeln anzuführen , dürfte unnöthig sein. 
Was die Schreibweise der Formeln betrifft, so ist Eulers Be- 
zeichnung der partiellen Ableitungen durch beigesetzte Klammem 
beibehalten. Dagegen ist mehrfach statt der Euler'&6htn die 
moderne Schreibweise benutzt, indem z. B, p' statt ^p, cos^^; 
statt cos (p^, -^(Z) statt J : Z etc. geschrieben ist. Der natür- 
liche Logarithmus ist durch log statt durch l bezeichnet. 
Endlich sind an einigen Stellen statt der Differentiale die 
Differentialquotienten gesetzt. 

Die Figuren sind mit geringfügigen, weiterhin anzugeben- 
den, Aendernngen Copien der -Ew/er'schen Figuren. Die 
Kummern der letzteren, die mit nicht zu unseren Abhandlungen 
gehörigen Figuren auf denselben Tafeln vereinigt sind, mussten 
geändert werden. 



Speeielle Noten zum Text. 
Abhandlung I. 

1] Zu § 7, S. S. Euler setzt hier als bekannt voraus, 
dass eine Kiigelfläche nicht in eine Ebene abgewickelt werden 
kann, und schliesst daraus, dass es unmöglich ist, den Glei- 
chungen I — III des § 7 gleichzeitig zu genügen. Weiterhin 
weist er in § 9 diese Unmöglichkeit direct nach. 

2) Zu § 9, S. 8. Die Bezeichnung .exacte Differentiale« 
kennt Euler noch nicht. In der üebersetzung ist diese Be- 
zeichnung überall benutzt, wo Euler, wie z. B, an der vor- 
hegenden Stelle, sagt: >ut istae binae formulae iiitegrabiles 
evadant«. 

i) Zu § 15, S. 12 und § 17, S. IS. Euler'a Ausdrucka- 
weise, dass dz einem Längengrade entsprechen soll etc. 
{Euler sagt sreferat gradumc, an der zweiten Stelle »denotet 
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gradum«), ist nach modernen Be^rifien unriillas g Vielmehr 
würden hier die Diffeientiale duich endliehe ZuDahmen der 
Variabein zu ersetzen sein mit dem Hm^ufllgen, dass für 
letztere die Differeutialfoimeln noch ingeniheit gelten — 

Die Figur 3 ist im Original nicht gmi, iichtig gezeichnet; 
dort sind PH und Qu nicht ptrillel FF, und der Winkel 
QPR ist isein rechter. 

4} Zu § 16, S. 12. Betieffa Mncatoj a vgl Hett 4 der 
Klassiker, S. 85, Anmeiknng zu % •* 

5) Zu § lß% S. 12, und ^ SS, &. 21. Eulet hezeichnet 
den § 16^ ehen so wie den voihergeh enden mit 16, so dass 
die Zahl 16 doppelt vorkommt. Dagegen fehlt später § 33 
ganz. Um diese ünzweekmässigkeit zu vermeiden und an- 
dererseits mit Euler'» Bezeichnung der einzelnen Paragraphen 
in möglichster Uebereinstimmung zu bleiben, ist in der Ueber- 
setzung dem zweiten § 16 die Nummer 16" gegeben, während 
der § 32 des Originals in die beiden Paragraphen 32 und 33 
getheilt ist. 

6) Zu §21, S. 15. Dasä die Curve in E unter dem 
Winkel & gegen EF geneigt ist, folgt unmittelbar daraus, 
dass die kleinsten Theile der Kugel denen der Bildebene 
ähnlich sind, und hätte deshalb einer besonderen Ableitung nicht 
bedurft. — Die vorletzte Formel des g 2 1 enthält irrthümlieb 
vor der Wurzel das Zeichen zt statt des allem richtigen -[-. 

7) Zu § 27, S 19 Eulet hat die m § 26 gestellte Auf- 
gabe in § 27 auf die Bestimmung emei Fanction r zurück- 
geführt, bricht dann abei ab and sucht andere Lösungs- 
methoden. — Auch dei m § 27 eingeschlagene Weg hätte 
zum Ziele gefühlt Die Bedingung dafür namhch, dass die 
rechte Seite der letzten Gleichung b Ih em exaetes Diiferential 
ist, lässt sich, wenn man, wie in § 44 an Stelle ^on m die 
Variable 

einführt, auf die Form bringen: 



I Lösung von (a] kann man so schreiben; 
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falls f eine willkürliche Function, f^ die LOujugiite Function 
bezeichnet. Aus ;■ ergiebt sich mitteKt der letzten Gleichung 
von 8. 18 ^, nnd daraus folgen ^ und ij Um die AusdiQcke 
fUr X und y zu erhalten, die weiteihin m g 44 sich ergeben, 
hat man nnr f^- — f^ = V—X V zu setzen, wo Z"" die 
Ableitung der in §44 auftretenden Function T bezeichnet — 

Auch die in den |§29 — 41 untei^achten Pai ticularldsungen 
hätten sich unmittelbar aus Gleichung [a} ibleiten lassen 

8] Zu S: 19 und 26. Im Original heissen die Uebei- 
sehriften: >Methodus particularis (S 2b Blethodus geneiilis) 
reaolvendi aeqnationes« etc 

9) Zu §41, S.26. De Bldang de allgemeinen Lösung 
ans den Partien larlösun gen beiuht auf e nei bekannten Ligen- 
achaft linearer homogener D fferent ilgle chungen 

10} Zu § 44, !S. 'iS. E hr setzt hiei MiUachweigend 
voraus, dass die Function Trat leellem Argumente leell \'f\ 
Bezeichnet allgemeiner V eine Function, die \uch complei 
sein kann, so ist, wenn 

x-\-yy'~—\ = 2 J'(logs — t\~~\) 

ist, und wenn x und y selbst reeil werden sollen, 

x^y K^"l = 2 r, (log s + iV^T) 

zu setzen, wo l\ die zu J' conjugirte Function ist, d. h. 
diejenige , welche ans V durch Aenderung des Vorzeichens 
von V— 1 entsteht. 

11) Zu § 45, S. 28. Die hier angefahrte Reih enent Wicke- 
lung ist stets nur für ganzzahlige Werthe von l statthaft, 
nicht aber ohne Weiteres auch für beliebige l. 

12) Zu § 49, S. 31. Die Endformeln des § 49 sind noch 
nicht so allgemein, wie die in § 40 entwickelten. Um letztere 
zu erhalten, mtisste man einmal 

. z + log6 — dV^i 



nehmen, wo 

z = jogs — ty^i 

ist, während e, ö, u Conslante bezeichnen, sodann 
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Die Combination beider Lösungen würde dann auf die Foi- 
meln des § 40 führen. 

13) Zu §30, S.3i. Daas die Meridiane und Pavallelkveise 
einander senkreclit sehneiden, ist eine Folge der Aehnlichkeit der 
kleinsten Theile, nicht eine daneben bestehende Eigenschaft. — 
Wie man zeigt, dass für beliebig gestaltete kleinste Theüe 
die Aehnlichkeit gilt, darüber vgl. die folgende Anmerkung 20. 

13") Zu § 51, S. 31. Die in Eede stehende Projeetion 
bezeichnet man gewöhnlich als stereographisehe Polarprojection. 
Bei y ist wieder, wie oben, das Vorzeichen in das entgegen- 
gesetzte verwandelt; ferner sind die in den Formeln des § 48 
auftretenden Faotoren fortgelassen. 

14) Zu § 54, S. S3. Die Lösung der hier besprochenen 
Aufgabe führt, falls man noch 1^ ■= z setzt, auf die nicht 
lineare partielle Differentialgleichung 



Die allgemeine L3sung dieser Gleichung lässt sich nicht in 
geschlossener Form darstellen. 

15) Zu § 59, S. 37. Zu dem hier Gesagten ist Fol- 
gendes zu bemerken. Dass bei der Integration der Gleichung 
dt = — ccdT die willkürliche Constante fortgelassen ist, ist 
deshalb zulässig, weil man einen beliebigen Meridian als An- 
fangsmeridian wählen kann. Ferner sind die Constanten c 
und a durch folgende Bedingungen bestimmt. Soll der Punkt, 
in dem die Meridiane der Karte zusammenlaufen, das Bild des 
Poles sein, so muss, falls man sich auf die nördliche Halb- 
kugel beschränkt, für w = 9Ü", d.h. v=l, x = und 
y =^ 0, mithin c = ^ — 1 werden, und « muss negativ sein. 
Sollen endlich die Meridiane der Karte dieselben Winkel mit 
einander bilden, wie auf der Kugel, so muss a = — 1 sein. 
Die Formeln des § 59 werden dann: 

Vx^ -H-y — V2(l — ainw} = 2 sin (-^ — l-j , | = tang t. 

Das Bogenelement eines Meridians der Karte wird, absolut 
genommen, 
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das Bogenelemeat eines Parallelkreisea dagegen 

während die entsprechenden Bogenelemeute der Kugel sind: 
(7äi = du , ds^_ =z ccisu dt = sin i-- — ti] dt . 

Daraus folgt 

(/ff, / '""^ _ "\ "IEj - \ 

ds. """ \ 1 2 / ' dS:, l7C u\ 



Hieraus erkennt man die Grösse der Ver/.ön'uog, die, anaser 
am Pol, immer eintritt. Die Gestalt, die irgend ein Gebiet 
auf der Karte hat, weicht nur dann nicht erheblich von der 
Wirklichkeit ab, wenn das Gebiet in der Nähe des Poles liegt. 

Abhandlung 11. 

16) Zu § 1, S. 38 und § 1, S. 53. Euler sagt: >Ambo 
Haemisphaeria, superins scilicet et inferius.* 

17) Ztt § 2, S. 39. Die hier benutzten Formeln sind die 
in § 14, lesp 47 abgeleiteten, in denen 9U" — w = t gesetzt und 
die wiUktiliche Function mit J atitf mit F bezeichnet ist Dass 
m den diei Ausdillcken fui x, leap y J nicht dieselbe Func- 
tion des beige^ietzten Aigumenls bezeiclinet, sondem nui all- 
gemein zur Bezeicknung emei wilikUilichen Function benutzt 
wild Wild das \er-.tändniss meht ei schwelen Vielleicht -«äre 
es zweckmtS'^igPi genesen in lenen Ausdrucken veischiedene 
1 unctionszealien zu benutzen 

IS) Zu ^ 3, "i 30 GcBuhnlich nimmt min bei dei so- 
genannten steieogiapliiseheu Piojection ih Projectionsebene 
nicht die 1 angenlialebeno m dem dem Augenpunkte entgegen- 
gesetzten Punkt sondem die duich den Kugel mittelp unkt 
gehende Ebene, die dicsei Tangentialebene paiallel ist [vgl 
Ni 55 dei KUssikii, 8 4 unten) Dia bild der Tangential- 
ebene ist das auf den doppelten Miasastab veigiösserte Bild 
der Centi ileüene 

Dei Name vateieogiaphibche Piojection ist von dem bel- 
gischen Malbemaliker Aguillon oder Agnilonius [1566 — 1617) 
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emgelihit un ! 1 at ci, obwohl er wenig zweckmässig ist, 
illgemein em&ebirgeif — Die hier erfirtertc Projectionsart 
pflegt m iB als stereographische Horizontalprojeclion (Projection 
luf den Horizont von C) zu bezeichnen. 

111 Zu t) 5 S 40 4L Im Anfang des § 5 hätte hinzu- 
gefügt weiden müssen dasa m anf dem Kreise AM liegt 
Ferner ist der iw/erache Beweis in so fern incorrect, als 
von vome heiem die Winkel ASC und AsC, die sich 
um einen unendhch kleinen Winkel nnterscheiden , als gleich 
angenommen werden Strenger lässt sich die Ableitung so 
gestalten Iit zunächst Mm ein Bogen von endliehev Grösse, 
so ziehe ni'in die Sehne Mm. Dann ist der Winkel 
^iC= 4 SC — Mim. Andererseits ist Winkel AMm 
gleich der Differenz der Peripherie Winkel flber den Bogen 
AM und Mm, d. h. AMm = 90° — ^z ~ MAm, mithin, 
da ASC -= 80" — ^z, AMm = AsG. Hieraus folgt die 
Proportion Mm : Ss ;= AM: As; und falls Mm unendlich 
klein ist, kann der Bogen an Stelle der Sehne und zugleich 
AS an Stelle von As treten. 

20) Zu § 5, S. 41. Zur Erläutei-uitg diene folgende Be- 
merkung. Es sei Mn ein Bogenelement des durch M mit 
dem Radius AIP beschriebenen Kreises, St die Projection 
von Mn. Dann verhalten sich St nnd Mn als Kreisbogen, 
die zu gleichen Centriwinkeln gehören (§ 4), wie die Radien, 
mithin eben so wie Ss zu Mm. Ferner ist Winkel mMn 
=: sSt = 90°, und daher sind die Dreiecke Mmn und Sst 
ähnlich. Hieraus folgt, dass ein beliebiges Bogenelement mn 
der Kugel gegen den durch seinen Endpunkt m gehenden 
Meridian unter demselben Winkel geneigt ist, wie die Pro- 
jection von mn gegen die Projection des Meridians, und dass 
das Yerhältniss von mn zu seiner Projection von dem eben 
genannten Winkel, d. h. von der Richtung von mn, unabhängig 
ist. Daraus ergiebt sich weiter, dass ein beliebig gelegenes 
unendlich kleines Kugeldreieck seiner Projection ähnlich ist; 
und endlieh gilt dasselbe für beliebig gestaltete Flächen demente, 
da man diese in Dreiecke zerlegen kann. 

21} Zu § 6, S. 41, 41. Die Gleichheit der Winkel ECS 
nnd GCM folgt unmitlelbar daraus, dass die Linie CS 
Tangente des Kreises CM in C ist. Aus demselben Grunde 
gilt für SC die Formel des § 3. — In der i?!//ej-'schen 
Figur 5 fehlt die gerade Linie CS, wie überhaupt an dieser 
Fignr mehrfache Aenderuugen anzubringen waren, — Statt 
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^bezogen anf den Meridian GC als Anfangsmeridiani; (S. 41, 
letzte Zeile) ateht im Original »longitudinem loci M in Meri- 
diano GC<. 

22) Zu § 7, S. 42. Betreffs der Ableitung der folgenden 
Formel vgl. Heft 73 der Klassiker, 8. 42. 

23) Zu § IJ, S. 44. Etwas einfacher wird die Reelmiing, 
wenn man wie in § 12 verfährt. 

24) Zu § 14, S. 47. Nicht nur alle grössten Kugelkreise 
ergeben in der Projection wieder Kreise, sondern dasselbe ist 
mit allen beliebigen auf der Kugel gezogenen Kreisen der 
Fall. Das folgt einfach daraus, dass die Bilder der Parallel- 
kreise Kreise sind, und dass der Pol der Paraüelkreise eine 
beliebige Lage auf der Kngel bat. 

25) Zu § 15, S. 48. Zn bemerken ist, dass, da CO von 
ß unabhängig ist, die Mittelpunkte aller Meridiane der Karte 
auf derselben Linie ON liegen. 

26) Zu §20, S. 52. Das llber die Verzerrung Gesagte 
folgt daraus, dass für Punkte, die nicht weit von einander 
entfernt sind, die lineare Vergrösserung sehr wenig verschieden 
ist, Retreffs des letzten Satzes vgl. Anmerkiiug 24. 

Abhandlung III. 

27) Zu S. 53 und 55. De Lisle [auch de Tide ge- 
schrieben], Joseph Vi o/ffs, im 4 April 168S zu Piris ge- 
boren , widmete sich \ oizugsweise isli unomischen und , wie 
sein Vater und diei seiner BiHdei, geogiap bis eben Studien 
Er wurde 172f) untei Kithanni I nich Pefeisburg berufen, 
wo er eine astionomische Schule gründete Neben dei Astro- 
nomie hat ei sieh um die Geogiaphie Kusshnda, dis ei 
nach verschiedenen Eichtungen hm diirchi eiste , verdient ge- 
macht. 1747 kehrte er nach Piiis zuilick und ataib dort 
am 11. September 17t)S, von meinen Zeitgeno'isen fast vei- 
gessen. Den Pl^n, eine Karte de« lussiscben Reiches zu ent- 
werfen, fasite ei sthon in der eisten Zeit seinei Petersburger 
Thätigkeit 

Uebrigent ist die nach Dt Linie genannte Pio|ection, die 
zu den sogenannten konischen Projectionen ^vgl. Äum. 21)) ge- 
hört, schon vor ihm von ü/erca^or benutzt in seinen »Galliae, 
Belgii inferioris et Germaniae tabulac, Dnyaburgi 1585. 

27*) Zu §1, S.53. Hasius, Johann Matthias (auch Haas, 
Haase und Hase genannt), war am 14. Januar 1684 zu Augs- 
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bürg geboren, wurde 1720 Professor der Mathematik in Witten- 
berg und starb daselbst am 24, September 1742. Er gab Karten 
verschiedener Länder heraus (Ungarn, Russland, China, Afrika) 
und entwarf ausserdem biatorische Karten. — Betreffs des 
Torletaten Satzes von § 1 vgl. Anmerkung 13. 

28) Zu § 2, S. 53 und 54. Das hier Gesagte setzt voraus, 
dass es sich um die sogenannte ätereograpMsche Aequatorial- 
Projeetion handelt, bei der der Augenpunkt ein Punkt des 
Aequators ist, also um die übliclia Abbildung der östlichen 
und westlichen Halbkugel, während doch nach g 1 Euler eine 
Stereo graphische Projection im Auge hat, bei der der Augen- 
punkt eine beliebige Lage hat. 

29) Zu § 7 , S.56. Es ist durchaus nicht nothig, die 
Kreisbogen Pp, Qq durch gerade Linien zu ersetzen; die 
Proportion in § 8 gilt auch für Kreisbogen streng. 

üebrigens kann taan die in Rede stnhende Projection 
folgender maassen entstanden denken. Um die Kugelzone, die 
von den durch A und B gehenden Parallel kreisen begrenzt 
wird, oder einen TheÜ dieser Zone abzubilden, denke man sich 
denjenigen geraden Kegel, der durch die ParalleSk reise der 
Punkte P lind Q geht, und abertrage die Kugelzone derart 
auf die Kegelfläcbe, dass den Meridianen der Kugel die Ge- 
raden des Kegels, allen Parallelkreisen der Kugel aber Parallel- 
kreise des Kegels entapreehen. Die Parallelkreise P und Q 
der Kugel gehen dabei in sich selbst über, jeder andere Parallel- 
kreis der Kugel in einen solchen Kreis des Kegels, dessen 
Abstand von der Spitze gleich dem Polabatand des be- 
treffenden Kugelkreises, vermehrt um eine gewisse Constante, 
ist. Nachher wickle man den Kegelmantel in eine Ebene ab. 

30) Zu § 10, S. 57. Die Gleichung 

PO 
giebt den Winkel w, ausgedrückt durch das Verhältniss des 
Bogens zum Radius. Ist aber m in Graden ausgedrückt, so ist 

PO ' 

wo o; = yfg-fT = 0,01745329 ist, d. b. es ist 

iJ (cos » — C03 ff) , 6 [cos p — ■ cos q) 
aio = ~ i-' oder w == -^ — -f- r—^ ■ 
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Id dem angegebenen Wertli von w ist statt 6" besser 5" zu 
aetzen. 

31) Zu § 12, S. 58. Es ist Bogen Aa ^ AO ■ «cu 
^= (90° — « + z) ao), und setzt man den Ausdruck für ao> 
aus Anmerkung 30 eio, so folgt die Formel des Testes. 

32) Zu § 15, S. 59. Darauf, dass der gi-össte Fehler in 
der Mitte liegt, gelangt man durch folgende Betrachtung, Ist 
f(x] der Fehler für die Breite x, so wissen wir, dass f[x) 
für X :^= p und x = q verschwindet. Dieser Bedingung ge- 
nügt die Function 

f[x'] =: m{x — ■ p)[x — q) . 
m könnte zwar noch eine Function von x sein; der Einfach- 
heit halber nehmen wir m als constant an. Dann ist _/' {x) = 
für X = ^{p + q). Da ferner die Fehler in A und B 
gleich sein soüen, so ist 

m{a — p]{a — g) ■= m[h ■ — p){l> — j) , 
woraus 

a + h^ p + q 
folgt, d. h. der Maximalfehler liegt an der Stelle x = ^{a + i). 
Aus obiger Form voJi f{x) folgt ferner unmittelbar, dass der 
Fehler an der Stelle x = ^{a -}- b) das entgegengesetzte 
Zeichen hat wie an den Stellen x ■=^ a und x = h. 

Wenn die in Bezug auf y(^) gemachte Annahme auch nicht 
genau der Wirklichkeit entspricht, so bildet sie doch eine erste 
Annäherung an dieselbe. Vgl. übrigens § !8 und folgende. 

33) Zu § 17, S. 60. Die Resultate sind nicht genau; 
vielmehr mttsste es heissen 

u = 48' 35", z = 4" 53'. 

34) Zu § 18, S. 61. Der Winkel x ist in Graden aas- 
gedi-ückt; für ihn ist daher das Verhältniss von Bogen zu 
Radins x' ^ ux. Um die üblichen analytischen Formeln an- 
wenden zu können, muss man cos iE ' statt cos :r schreiben. 
Dann sieht man, dass 

d cos a' ^ — ain x' dx' = ^ sin x' ■ adx 
ist, und für sina;' ist wieder siax gesetzt. 

Der Werth von x ist genauer x = 54"4,7'. 

35) Zu § 19, S. 62. Die genaneren Werthe sind 
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